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VORW.ORT. 

Die an der Technischen Hochschule zu Berliü gehaltenen „Vor- 
lesungen über darstellende Geometrie" bilden einen großen Teil der pä- 
dagogischen Lehensarbeit meines verstorbenen Vaters, der als Meister 
der Pädagogik sich stets großer Anerkennung erfreuen durfte, und dessen 
geometrische Arbeiten von der IcÖniglichen Akademie der Wissenschaften 
au Berlin noch nanh seinem Tode mit dem Stoiner-Preise ausgezeichnet 
wurden. 

Es war mir vergönnt, diese Vorlesungen in geeigneter Weise zu- 
sammenzustellen, und ich darf sie heute zu meiner Freude der üffent- 
lichteit in Buchform übergehen. Das vorliegende Werk erhebt nicht den 
Anspruch, ein Kompendium der darstellenden Geometrie zu bieten, viel- 
mehr sucht es aus dem gewaltigen Stoffe dieser Disziplin dasjenige aus- 
zuwählen und systematisch wie pädagogisch zu ordnen, was allgemein 
wissenswert, was für das Verständnis der verschiedenen Methoden und 
ihrer Anwendungen in der Praxis, namentlich in der Technik, notwendig 
ist. Dabei sind die Grenzen so weit als möglich ge/.ogen, und ich habe 
geglaubt, manches aufnehmen zu sollen, was mein Vater in seinen 
Vorlesungen nicht vorzutragen pflegte. 

Das Buch unterscheidet sich von anderen größeren Lehrbüchern der 
darstellenden Geometrie schon in der äußeren DarsteUungs weise. So habe 
ich im Text und in den Figuren fast vollständig auf die Buchstaben 
verzichtet. Der] Anfänger, besonders der Techniker, der nicht Fach- 
Mathematiker ist, wird erfahrungsgemäß von dem Studium eines Buches 
abgeschreckt, wenn er sich an der Hand des Textes durch eine mit 
Buchstaben durchsetzte Figur hindurcharbeiten eoU; abgesehen davon 
gehen auch die Schönheit ujid Eleganz der deskriptiven Methoden in 
solchen Figuren leicht verloren. Außerdem ergibt sich noch der große 
Vorteil für den Studierenden, daß er durch die Unmöglichkeit, sich mit 
Hilfe der Buchstaben mechanisch an der Figur zureelitzu tasten, zum 
räumlichen Denken in hervorragender Weise gezwungen wird. Sein 
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IV Vorwort. 

Vor stellungs vermögen wird also auf das lebhafteste gefördert. Dies ist 
mir auch von eeiten meiner Hörer, ala ich während der letzten Krank- 
heit meines Vaters ihn in seinen Vorlesungen an der Technischen 
Hochschule zu Berlin vertreten durfte, bestätigt worden. 

Durch das Wegfallen der Buchstaben entstanden für den Text in- 
sofern Schwierigkeiten, als die Gefahr der Schwerfälligkeit auftrat. Ich 
hoffe jedoch, mich überall klar ausgedruckt zu haben, und habe den 
Text prinzipiell da, wo die Methode entwickelt wird, breit und ausführ- 
lich gestaltet, während die Lösung von Aufgaben vielfach uur knapp 
— aber doch stets präzis — angedeutet wurde. Es bleibt also dem 
Leser noch ein gut Stück eigener Tätigkeit bei den Konstruktionen 
übrig; es dürfte aber gerade dieser Umstand dem Buche zum Vorteil ge- 
reichen, da ein produktives Arbeiten mehr Freude und Befriedigung bringt, 
als ein rezeptives — , als ein mechanisches Nachkonstruieren. 

Ferner habe ich beim Zeichnen der Figuren dieses Lehrbuches mich 
auf das äußerste bemüht, allen Ballast von KonstruktionslinieTi zu ver- 
meiden, und die Figuren so einfach und klar wie irgendmöglich zu gestal- 
ten. Dem VorsteUuiigsv ermögen bin ich dann häufig durch kleine per- 
spektivische Skizzen zu Hilfe gekommen. Mit wenigen Ausnahmen habe 
ich alle Figuren neu gCKeiehnet; vielfach waren Skizzen vorhanden. 

In dem vorliegenden ersten Bande sind die Grund- und Äufrjß- 
methode, die axonoraetrische Methode mit malerischer ParaUeiperspek- 
tivo, die geometrischen Verwandtschaften, krumme Linien und Flächen 
behandelt. Aus der projektiven Geometrie ist nur das Rüstzeug zur 
Behandlung der Kegelschnitte und der Flächen zweiter Ordnung auf- 
genommen. Im zweiten Bande sollen die Anwendungen der besprochenen 
Methoden auf Zentralperspektive und Schattenkonstrnktionen, die im 
ersten Bande grundsätzlich weggelassen sind, im Zusammenhango vor- 
getragen werden. 

Der Verlagsbuchhandlung, welche die erste Anregung zar Heraus- 
gabe der Vorlesungen meines Vaters gegeben hat, spreche ich meinen 
besonderen Dank dafür aus, daß sie weder Kosten noch Mühe ge- 
scheut hat, um das vorliegende Buch würdig auszugestalten und um 
die Figuren in sauberer, schöner Ausführung dem Texte beizugehen. 

Ich war mir von Anfang au bewußt, daß es mir nie gelingen werde, 
das Werk in eine so vollendete Form zu gießen, wie sie einst durch 
meinen Vater in Rede und Zeichnung geschaffen wurde. Unvergeßlich 
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Vorwort. V 

-wird uns, seinen Scliülem, der lebendige, geistvolle Vortrag des Lehrers, 
die Schönheit seiner Sprache und die wahrhaft künstlerische Art seiner 
Zeichnung bleiben. Trotzdem glaube ich keine undankbare Arbeit Ter- 
richtet zu haben. 

Möchte das Lehrbuch dazu beitragen, das Andenken an den geisti- 
gen Urheber auch in die Zukunft hinein treu zu bewahren. Mochte es 
Tielea Jüngern der darstellenden Geometrie eine Hiife und ein Wegweiser, 
sowie auch dem in der Praxis stehenden Techniker stets ein brauch- 
barer und verläßlicher Berater werden. 

Sehöulanke, den 26. Dezember 1911. 

ALFRED HAUCK. 
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Die örund- und Aufrißmetliode und ihre Anwendung 
auf ebenfläcMge Gebilde. 

I. Kapitel. 

Darstellung toü Pnnkteii, Geraden und Ebenen 
durch Projektion. 

1. ProjelitionemetJiodeii. Wenn man dureli alle Punkte eines 
Körpers Stralilen in vorgeschriebener Richtung zieht und diese zum 
Schnitt mit einer Ebene — der Zeiehenebene — bringt, so bestimmen 
die TrefFpunkte aUer dieser Strahlen mit der Zeiehenebene eine Figur, die 
man eine Frojelction des Körpers auf diese Ebene nennt, während jeder 
Punkt dieser Figur die Projektion desjenigen Körperpunktes heißt, durch 
den der betreffende Strahl gezogen ist. 

Wird die Richtung der Projektionsstrahlen dadurch bestimmt, daß 
sie alle durch einen Punkt — das Projektionszentrum — gehen, so beißt 
die entstehende Projektion eine Zentralprqjektion. Sind alle Projektions- 
gfcrahlen unter sich paraUel, so heißt die Projektion Parallelprojektion, 
und zwar schiefe, wenn die Strahlen auf der Projektionsebene schief — 
orthogonale, wenn sie auf ihr senki-echt stehen. 

Je nachdem es darauf ankommt, von einem Körper ein Bild zu er- 
halten, das denselben Bindruck auf dag Auge hervorbiingt wie der 
Körper selbst, oder darauf, in der Zeichnung mögliehst die wahren Ab- 
messungen des Korpers zu besitzen, wendet man bald die eine, bald die 
andere Methode au. So bevorzugt der Techniker die orthogonale 
Parallelprojektion, während der Künstler Zentralprojektionen konstruiert. 

Wir beginnen damit, die Methoden der orthogonalen ParalleJprojehtion 
zu entwickeln. 

2. Das Zweitafelsystem. Die Hauptausdehnungsrichtungen eines 
Körpers können im aUgemeinet] stets so gelegt werden, daß sie als 

Haack: DarsteUendc; Qeomalrie. I. 1 
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Breiten-, Tiefen- und Höhenricbtung bezeichnet werden können (Fig. 1), 
Da eine Parallelprojektion einer ebenen Fignr auf eine zu ihr parallele 
Ebene als eine Parallel Verschiebung der Figur anfgefaßt werden kann, se- 
ist jede Parallelprojektion einer ebenen Figur auf 
eine au ihr parallele Ebene kongruent mit dieser 
Figur. Daher erhält man bei einer orthogonalen 
Projektion eines Körpers, dessen Höhen vertikal 
stehen, auf eine horizontale Ebene die Breiten- und 
Tiefenlinien des Körpers in wahrer Gestalt; die 
Höhen dagegen projizieren sich aUe je in einen 
Punkt, d. h. ihre wahre Länge ist aus der Pro- 
jektioneiigur nicht ableitbar, um den Körper 
vollständig „darmstellen", ist es aber nötig, auch 
seine Höben zu fixieren. Dieses wird am ein- 
fachsten erreicht, wenn man den Körper noch 
auf eine zweite Ebene projiziert, die so liegt, daß 
sich Höhen und Breiten — oder Höhen and 
Tiefen — ■ in wahrer Größe projizieren, d. h. auf 
eine vei-tikale Ebene, die entweder parallel der Breitenrieb tung oder par- 
allel der Tiefenrichtung liegt. 

Wir wählen (Pig. 2) eine vertikale Ebene, die parallel der Höhen- 
und Breitenrichtung verläuft, und nennen sie kurz- 
weg die „VertiJcalebene". Auf sie projizieren wir den 
Körper ebenso wie ani eine „Horizontalebene" ortho- 
gonal. Beide Ebenen stehen also aufeinander senk- 
recht und teilen den unendlichen Raum in vier 
Teile, da wir sie uns unbegrenzt vorstellen. Wir 
bezeichnen diese Räume als den vorderen oberen 
(I.), hinteren oberen (H.), vorderen unteren (HL) 
und hinteren unteren (IV.) Raum. Wenn irgend 
möglich icoll^i wir den Körper, der darzustellen ist, 
stets in den I. JJojwb legen. 

Die Schnittlinie der beiden Projektionsebenen 
nennen wir die „jlcÄse" oder den „Grunäschnitt"; die 
Horizontalebene wird auch „Grundriß-", die Vertikalebene „Aufrißebene" 
genannt. 

Eine Projektion in der Grundrißebene heißt „Grundriß", eine solche 
in der Aufrißebene „Aufriß". 

Da zum Zeichnen nur eine einzige Ebene zur Verfügung steht, so 
dreht man eine der beiden Projektionsebenen um die Achse, bis sie mit 
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der anderen Projektionsebene zusammen fällt. Wir wollen etwa die Vertikal- 
ebene als Zeichen ebene benutzen und schlagen die vordere Horizontolehene 
nach unten, also die hintere nach oben, bis sie gleichfalls in die Zeichen- 
ebene fällt. 

Da wir uns den aufzunehmenden Körper wenn irgend möglich im 
I. Baume liegend denken wollten, so fallen seine Projektionen nur auf 
die nunmehr in der 
Zeichenebene oben lie- 
gende Vertikalebene 
bzw. Horizontal ebene. 
Sollten je Teile der 
Zeichnung iu die nun- 
mehr unten liegende 
hintere Horizontalebene 
oder untere Vertikalebene fallen, so wollen wir diese Teile, um Mißver- 
ständnisse zu vermeiden, punktiert zeichnen. Fig. 3 zeigt z. B. einen 
Kreis, der in der Horizontalebene, und Fig. 4 einen Kreis, der in der 
Vertikalebene liegt. Beide Kreise sclmeiden die Achse. 

3. Darstellung eines Punktes. Wir wählen einen behebigen Punkt J. 
(Fig. 5) und projizieren ihn einmal auf die vertikale Ebene — diese Projektion 
heiße a — ■ und dann auf die horizou- 
tale Ebene — diese Projektion heiße 
a. Endlich fällen wir noch von a' 
und öLote auf die Projektionsachse; 
dann ist ohne weiteres ersichtlich, 
daß diese beiden Lote denselben 
Punkt der Achse treffen. Schlägt 
man nun die Horizontalebene wiei 
in die Zeichenebeue herunter, 
geht aus dem Gesagten hervor, daß ^ 
die Vertikal- und die Horizontalprojektion eines und c 
Punktes auf einer Linie liegen müssen, die senkreeht zui 
Achse steht; wir wollen das Stück derselben von der Achse 
bis a' die „Hohe" von A und das Stück von der Aehse bis 
a die „Ordinate" von A nennen. 

Grundriß und Aufriß eines Punktes liegen also auf einer 
Senkrechten zur Achse, oder hirs: sie liegen senkrecht v/nter- bzw. itb&r- 
einander. 

Beschränken wir uns auf den I. Raum, so stellt die Fig. 6a einen 
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Punkt in beliebiger Lage, Fig. 6 b einen Punkt der Vertikilebene, Fig bc 
einen Punkt der Horizontalebene und Fig. 6d einen Punkt dei At,li&e dai 
Q Ein Punkt ist dann bestimmt, 
wenn seine beiden Fto/eUionen be- 
stimmt sind; einen Punkt «iueben, 
heißt also, seine Projektionpn s lühbti 



4. Darstellung einer Geraden 
^ durch Projektion. Unter der Pro- 

* ^ . '^ ^ jektion einer Geraden versteht man 

die Gesamtheit der Projektionen 
aller ihrer Punkte (Fig. 7). Die Projektionslote der letzteren bilden eine 
Ehene — die projizierende Ebene — , deren Schnittlinie mit der Pro- 
jektionsebene geradlinig ist; die Vertikal- und 
die Horizontalprojektion einer Geraden sind 
gei'adlinig. 

Damit eine Gerade bestimmt ist, müssen 
'de Projektionen bestimmt sein. 
Fig. 8 a zeigt eine Gerade in beliebiger 
/"iuA 1 1 ' i /'/ ' I -L-age. Fig. 8 b eine Parallele zur Horizontal- 

^'^^'^Z I ' ebene; ihre Vertikalprojektion ist parallel zur 

Achse. Fig. 8 c zeigt eine Parallele zur Ver- 
tikalebene, ihre H oiizontalpro jektion ist par- 
allel zur Achse. Fig. 8d zeigt eine Parallele 
zur Achse; beide Projektionen sind parallel 
zu ihr. Fig. 8e zeigt eine Senkrechte zur 
Horizontalebeiie; ihre Vertikalprojektion steht senkrecht zur Achse, wäh- 
rend sie sieh auf die Horizontalebene in einen Punkt projiziei-t. Fig. 8f 




endlich stellt eine Senkrechte zur Vertikalehene dar; ihre Horizontal- 
projektion steht senkrecht zur Acbse, während ihre Vertikalprojektion 
in einen Punkt ausartet. 
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1 Punkt und Gerade. 



5. Beziehungen zwischen Punkt und Gerade. Aus dem vorigen 
Paragraphen geht hervor, daß ein PunJct dann imd nur dann auf einer 
Geraden Hegt, wenn seine Projektionen auf den gleichna/migen Projektionen 
der G&'od^i liefen. Umgekehrt geht eine Gerade dann und nur dann 
durch einen Punkt, wenn ihre Projektionen durch die gleichnamigen Pro- 
jektionen des Ptmhtes gehen. 

Hieraus folgt: Die Schnittpimkte der gleichnamigen Projektionen zweier 
sich schneidender Geraden liegen senkrecht tmtereinander (Fig. 9). Ist 




dieses nicht der Fall, so stellen die Projektionen niemals zwei sich 
schneidende Gerade dar, sondern stets zwei Windschiefe (Fig, 10), d. h. 
zwei Gerade im Kaume, die weder parallel sind noch sich schneiden, 
soweit man sie auch verlängern mag. 

Bei zwei windschiefen Geraden ist es häufig von Wichtigkeit, in 
jeder der beiden Projektionsebenen festzustellen, welche der beiden Ge- 
raden im Schmitpttnkte ihrer gleichnamigen Priyektionen von der anderen 
überdeckt wird. Um ihre gegenseitige Lage 
in der Horizontalebene zu untersuchen, lote 
man den Schnittpunkt ihrer Horizontalprojek- 
tionen hinauf auf die beiden Vertikalprojek- 
tionen (Fig. 11). Die beiden dadurch erhal- 
tenen Punkte seien a' und h'. Dann iäuft_ 
im Schnittpunkte der beiden Horizontalpro- 
jektionen diejenige Gerade über der anderen 
her, deren Vertikalprojektion durch denjenigen 
der beiden Punkte a' und b' geht, der hoher 
liegt, also von der Achse weiter entfernt ist; 
in der Figur ist es der Punkt V; somit läuft 
in der Horizontalprojektion die Gerade 2 über der Geraden 1 her. 

Genau so stellt man die gegenseitige Lage der Geraden 1 und 2 
für den Schnittpunkt ihrer Vertikalprojektionen fest. Zu diesem Zwecke 
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lotet man diesen Punkt herunter auf die beiden Horizontalprojektiouen ; 
man erhält dadurch die beiden Punkte c und d. Im Schnittpunkte der 
Vertikalprojektionen läuft dann diejenige Gerade vor der andern her, deren 
Horizontalprojektion durch' den vorderen der Punkte c und d geht, d. h. 
durch denjenigen, der den größeren Abstand von der Achse hat. In der 
Figur ist daa der Punkt d; es läuft also im betrachteten Punkte die 
Gerade 2' vor der andern her. 

Da die projizierenden Ebenen zweier paralleler Geraden parallel 
Bind, und parallele Ebenen von einer dritten Ebene — der Projektions- 
ebene — in parallelen Linien geschnitten werden, so sind die gleich- 
namigen ProjeJäionen zweier paralleler Geraden gleichfalls parallel, und 
I* umgekehrt, wenn so- 

wohl die Horizontal- 
projektionen als auch 
die Vertikalprojektio- 
nen zweier Geraden 
unter sich parallel sind 
— aber auch nur 
dann — so sind die 
zugehörigen Geraden 
gleichfalls parallel (Fig. 12). Damit ist auch sofort die Aufgabe gelöst, 
durch einen gegebenen Punkt zu einer gegebenen Geraden eine Parallele 
zu ziehen (Fig. 13). 

6. Darstellung einer Ebene durch Polygouprojektiou. Da eine 
Ebene in ihrer Lage bereits durch drei Punkte bestimmt ist, jeder 
weitere Punkt also einer bestimmten Bedingung 
genügen muß, um gleichfalls in der Ebene der 
drei ersten Punkte zu liegen, so dürfen auch 
nur von drei Ecken eines Folygons je beide Pro- 
jektionen willM/rlich gewählt werden, während 
für jede weitere Ecke nur je eine Frojektion be- 
liebig angenommen werden darf (Fig. 14); die 
zweiten Projektionen dieser weiteren Punkte 
müsseu einer bestimmten Bedingung genügen, 
damit die zugehörigen Ecken gleichfalls in der 
durch die drei ersten Ecken bestimmten Polygonebene liegen. Die ein- 
fachste Bedingung hierfür ergibt sich aus der Überlegung, daß die 
Diagonalen des Pohjgons sich schneiden mmsen, nicht windschief sein 
dürfen. 
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Es seien also z. B. von einem Polygon drei Ecken je durch beide 
Projektionen gegeben, während von zwei weiteren Ecken nur die beiden 
Vertikalprojektionen festliegen, und es ßoUen die fehlenden beiden Hori- 
zontalprojektionen konstruiert werden (Fig. 15). Zu 
diesem Zwecke zeichne man die beiden Projektio- 
nen derjenigen Diagonale, die durch die drei fest- 
bestimmten Eckpunkte gezogen werden kann, und 
ziehe in der Horizontalprojektiou durch den dritten 
festliegenden Punkt die beiden Diagonalen nach" 
den beiden übrigen Ecken. Die dadurch in der 
Horizontalebeue entstehenden beiden Diagonalen- 
Hchnittpunkte lote man nunmehr hei-unter auf die 
Horizontalprojektion der erstgezeichneten Diagona- 
len und ziehe durch diese Punkte Strahlen von 
der dritten gegebenen Ecke aus. Die Schnittpunkte 
dieserStrahlen mit den entsprechenden Ordinaten, die 
zu den Vertikalprojektionen der vierten und fünften Ecke gehören, sind 
deren fehlenden Horizontalprojektionen. 

Unter besonderen Umständen artet eine Frojektion eines Polygons in 
eine gerade Linie aus. So zeigt Fig. 16a ein Dreieck, dessen Ebene auf 
der Vertikalebeue senkrecht steht; hier liegen die Vertikalprojektionen 
der drei Ecken auf einer geraden Linie. Ist das Dreieck außerdem parallel 





zur Horizontalebene (Fig. 16 b), so wird diese Gerade parallel zur Achse. 
Fig. 16 c zeigt ein Dreieck senkrecht zur Horizontalebene; seine Horizontal- 
projektion artet hier in eine gerade Linie aus, die wieder parallel zur 
Achse wird, wenn das Dreieck parallel zur Vertikalebene liegt (Fig. 16 dj. 



7. Bezieliungcn zwischen Punkt, Gerade und El>ene. Nach 
dem in ParagraphÖ Gesagten liegt eine Gerade dann undnur dann in der Ehene 
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eines PdygonSy wenn ihre Schnittpunkie mit dem Umfange des Polygons 
in der VertUcalebene senkreckt über den entsprechenden SchniÜpunläen der 

HorisontalprojeJition lie- 
gen (Fig. 17}. Ist die- 
ses nicht der Fall, so 
wird die Polygonebene 
YOD der Geraden ge- 
schnitten. 

Damit ein Punkt 
in der Ebene eines 
Polygons liege, muß die 
eben au a gesprochene Be- 
dingung für irgendeine 
durch denP unkt geh ende 
und in der Ebene liegende Gerade erfüllt sein (Fig. 18). Ea spielt hier 
die gerade Linie eine vermittelnde EoUe zwischen Punkt und Ebene, und es 
sei gleich hier bemerkt, daß diese Vermittlung durch die Gerade bei 
allen Beziehungen zwischen Punkt nnd Ebene ausgezeichnete Dienste 
leistet. 

Um den Schnittpunkt einer Geraden und eines Polygons zu bestimmen, 
stelle man über der Horizontal- 
projektion der Geraden eine ver- 
tikale Ebene auf und bestimme 
deren Schnittlinie mit dem Po- 
lygon in der Vertikalprojektion 
dadurch, daß man die Schnitt- 
punkte der Horizontalprojektion 
der Geraden mit der 

Horizontalp r o jekti on 
deePoiygonshinauflotet 
auf die Vertikalprojek- 
tion derselben Polygon- 
seiten (Fig. 19). Die 
Verbindungslinie der 
dadurch erhaltenen bei- 
den Punkte ist dann 
die Vertikalprojektion 
der Schnittlinie der Hilfsebene mit dem Polygon. Da in dieser Schnitt- 
linie auch der gesuchte Schnittpunkt der Geraden und des Polygons 
liegen muß, so ist der Schnittpunkt der Vertikalprojektion der Schnitt- 
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linie mit der Vertikalprojektion der Geraden die Vertikalprojektion 
des gesuchten Punktes. Seine Horizontaiprojektion erhält man durch 
Herunterloten auf die Horizontalprojektion der 
Geraden. Die Ermittelung des Teiles der Ge- 
raden, der durch das Polygon verdeckt wird, 
geschieht nach Paragraph 5, Fig. 11. 

Wenn die Gerade senkrecht auf einer der 
öeideMPrö?efc(iowse6CTie«steht,z.B. der Horizontal- - 
ebene (Fig.20), so hat man nur durch den Punkt, 
in den sieh in der Horizontalprojektion die 
ganze Gerade projiziert, eine behebige Hilfslinie 
in der Ebene des Polygons zu legen, deren 
Schnittpunkt mit der Vertikalprojektion der Ge- 
raden sofort den gesuchten Schnittpunkt ergibt. 




y Google 



10 



I. Die Grund- und AnfriBmetliode. 



Die Lösung der eben besprochenen Aufgabe ist insofern von der 
größten Wichtigkeit, als sie bei allen Durchdringirnffsaufgabeii fortgesetzt 
zur Anwendung kommt. Wenn z. B. die Frojeldionm zweier sich sdinei- 
dender Fdygone gegeben sind, und es ist ihre Sclinitflinie git hestimmm 
(Fig. 21), so kann das nur dadurch geschehen, daß man die Xanten des 
einen Polygons daraufhin untersucht, ob sie in die Ebene des anderen 






einsteeheu — d. h. sie durchdringen — , und hierauf dieselbe Unter- 
suchung mit den Seiten des anderen Polygons in bezug auf die Ebene 
des ersten vornimmt. Hierdurch erhält man zwei Punkte, deren Ver 
bindungslinie die gesuchte Schnittlinie ist. Zur vollständigen Lösung 
dieser Aufgabe gehnit noch die Bestimmimg derjenigen Flächenstücke jedes 
Polygons, die von dem anderen verdeckt werden. Es geschieht da^ 
durch, daß man m emem Schnittpunkte der beiden Polygonumrisse 
ineiner— etwa der Horizontilpinjektion— nach Paragraph5, Fig. II bestimmt, 
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■welche von den beiden Linien über der andern herläuft. Wenn für einen 
solchen Punkt auf diese Weise der Zweifel über sichtbar und unsichtbar 
behoben ist, so ist, wenn man von hier aus längs der Peripherie eines 
Polygons bis zum nächsten Schnittpunkt bzw. bis zum nächsten Durch- 
dringungapunkt herumläuft, auch für diese Punkte der Zweifel ohne 
weiteres beseitigt. Ebenso verfährt man in der Vertikalprojektion. 

Erwähnt sei noch, daß man die Fundamentalkonstruktion zur Auf- 
findung eines Durchdringungap unkte s natürlich nicht für alle Seiten aus- 
zuführen hat. Liegt z. B. eine Projektion einer Polygonseite gänzlich 
außerhalb des andern Polygons, so kann auf dieser natürlich kein Schnitt- 
punkt liegen. Außerdem beachte man, daß es entweder gar keinen oder 
awei Punlfte gibt. — Es sind smei Arten von Schnittlinien möglich, ent- 
weder durchsticht das eine Polygon die Fläche des andern, dann liegt 
die Schnittlinie ganz innerhalb des letzteren und verbindet zwei Um- 
fangspunkte des ersteren. Oder die beiden Polygone umklammern sieh 
in ihrer Schnittlinie gegenseitig gabelförmig (Ilg. 21), dann liegt auf 
jedem Polygonumfang ein Punkt. 

8. BestImmHng der wahren Länge einer Strecke nnd -wahren Ge- 
stalt eines Polygons. Um die wahre Länge einer Strecke AB (Fig. 22) 




zu bestimmen, beachte man, daß sie mit ihrer Horizontalprojektion ah 
ein Trapez bildet, dessen parallele Seiten gleich den Höhen der beiden 
Punkte ^und B sind. Man kann dasselbe dadurch in wahrer Gestalt er- 
halten, daß man es um ab in die Horizontalebene nach tttSISS umklappt, 
wobei «91 und ?>SS senkrecht auf a& stehen und «91 gleich der Höhe von A 
und 6SS gleich der Höhe von B ist; SIS ist dann die gesuchte wahre 
Länge von AB. Zieht man noch SS© parallel zu ab, so erhält man in 
3ISfö ein reehtwinkhges Dreieck dessen eine Kathete gleich der Hori- 
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zoiitalprojektion der gegebenen Stretke und dessen andere Kathete gleich 
dem Höhenunterschied ihrer Endpunkte ist Man eih dt somit den höchst 
wichtigen Sais: Die wahre Länge einei Strebe ist gleich der Hypotenuse 
eines rechtmnhligen Breiecks, dessen Kathefen die Hm tgontalproj^Uon der 
Sirecke und der Höhenunterschied ihrer Etidpunkle sind (Fig. 23). 

Ist eine Stiecl^ pa)aUel der Vertikalebene 
(Fig. 24} so hat mait iereits -m ihrer Vertikal- 



■^ 




Projektion ihre ivahre Länge. Ebenso ist die Horieontalprcfiektion einer 
Strecke, die parallel mr Horizontcdehene ist, gleich der wahren Länge 
dersdhen {Fig. 25). 

Wird eine Strecke AB durch einen Punkt C geteilt, so ist das Ver- 
hältnis der heiden Teüstreckm dasselbe ivie dasjenige, in dem die Frcjek- 




tionm des Teilpunktes c' hsw. c die Strecke a'b' bsw. ab teilen (Fig. 2ß). Es folgt 
das daraus, daß die gleichnamigen Projektionsstrahlen unter sich parallel 
sind. Man kann hierron dann mit Vorteil Gebrauch machen, wenn eine, 
z. B. die HoriKontalprojektion einer Strecke, sehr steil zur Achse ge- 
richtet ist und auf diese Projektion ein Teilpunkt von der zugehörigen 
Vertikalprojektion her unter gelotet werden soU; dieses Lot schneidet dann 
die Horizontalprojektion unter einem spitzen Winkel — einen solchen 
Schnittpunkt woUen wir einen „Jangen Schnitt" nennen — , so daß der 
Punkt in der Horizontalprojektion nicht scharf bestimmt werden kann; er 
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muß daim, wenn es nicht auf andere Weise noch einfacher geht, 
Hilfe der obigea Beziehung genau bestimmt werden (Fig. 27). 

ii Soll auf einer Geraden von einem Punkte A aus, di 

beide Projektionen a und a' gegeben sind, 





5 seinen beiden Projektionen 



Strecke s ah- 
ihrer wahren Länge 



getragen werden (Fig. 28), 
naebbekanatist,soklappe 
man zunächst eine be- 
liebige Strecke ab, ab' 
in derselben Weise wie 
zu Beginn dieses Para- 
i die Horizou- 
talebene nach 9t S9 um, 
trage von 9t aus die ge- 
gebene Strecke s bis S 
ab und klappe nunmehr 
■^'^* "'' durch Ziehen zweier Lote 

den Punkt E wieder zurück nach c bzw 
Um die wahre Gestalt eines Polygon 
zu ermitteln, zerlege man dasselbe durch Ziehen der Diagonalen von 
einer Ecke ans in lauter Dreiecke und bestimme der Reihe nach deren 
wahre Gestalt dadurch, daß man die wahren Langen ihrer Seiten er- 
mittelt. — Ändere Methoden zur Bestimmung der wahren Gestalt eines 
Polygons weiden wir noch in Paragraph 19, Aufgabe 2 durch Umklappen des 
Polygons m eine der beiden Projektionsebenen und in Paragraph 21 durch 
Drehen desselben m eine parallele Lage zu einer der beiden Projektions- 
ebenen kennen lernen 

Ltegt ein Polygon parallel sur MoriBontalebene, projiziert es sieb also 
in der Vertikalebene als gerade q>— 
Linie parallel zur Achse, so liM 
man in seiner Sorwontalprojek- 
tion hereüs seine wahre Gestait 
(Fig. 29). Ebenso liat man be- 
reits in der Vertikalprojelition 
eines Polygons seine wahre Ge- 
stalt, wenn es parallel sur Ver- 
tikalebene liegt, seine Horizontalprojelttion sich also als gerade Linie 
parallel zur Achse darstellt (Fig. 30). 
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n. Kapitel. 

Daretellnng "von Geraden und Ebenen durcli Spnren. 

9, Die Spuren einer Geraden. Verläugert man eine Geradej bia 
sie die Projektionsebenen schneidet, so nennt man diese Durcbstoßpuukte 
ihre „Horizontal- bsw. Vertikalspur" (Fig. 31). 

Ea ergibt sich sofort die Aafgabe, die Spuren einer Geraden, deren 
Prc^ektionen gegeben sind, su bestimmen (Fig. 32), Aus Fig. 31 erkennt 




man, daß die Horizontalspur einer Geraden senkrecht unter dem Schnitt- 
punkt ihrer Vertikalprojektion mit der Achse, und daß ihre Vertikal- 
spur senkrecht über dem Schnittpunkt ihrer Horizontalprojektion mit 
der Achse liegt. Damit ist auch sofort die umgekehrte Aufgabe gelöst, 
die Projektion einer Geraden aus ihren Spuren zu bestimmen. Man hat 
nur ihre Spuren auf die Achse zu loten und die Fnßpnnkte dieser Lote 
je mit der anderen Spur zu verbinden. 

Liegt eine Gerade parallel der Horizontdlebene, so fällt ihre Hori- 
zontalspur ins Unendliche (Fig. 33). Ebenso fäUt die Vertikalspur einer 




Geraden, die parallel sw Vertikalehene liegt, ins Unendliche (Fig. 34). 
Endlieh liegen die Spuren einer Geraden pa/raUel mir Achse beide im Un- 
endlichen (Fig. 35). 
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10. Die Spureu 
einer Ebene. Die 

Durchs chni ttsliai e n 
einer Ebene mit den 
beiden Projektionsebe 
nen heißen ibre „Ver- 
tikal- JiBW. ihre H<yn- 
zontalspm*'. Siescbnei- 
den sieh in einem 
Punkt der Achse 
(Fig. 36). 

Steht eine JEiefw 
smhecht auf der Ho- 
nsonialebene (Fig 37) 
so steht ihre Yerttlal 
spur senheeht auf di> 
Achse, ebenso stellt die 
Honzontalspw etnei 
EieJte, dte sml lechf 
auf der Vettilalebem 
steht (Fig 38), senlc- 
recht sm Achse. Ver- 
läuft eine Ebene par- 
allel zw Achse, so sind 
beide Spuren der Ebene 
jKuroRei (Pig. 39). Geht 
eine Ebene durch die 
Achs« selbst hindurch, 
so fallen beide Spuren 
in die Achse hinein 
(Fig. 40); Mm eine 
soläie Ebene festsio- 
legen, muß noch min- 
destens einer ihrer 
PunMe außerhaW der 
Achse durch seine Prö- 
jeJcHonen gegeben sein. 
Es sei gleich hier 
bemerkt, daß man eine 
durch ihre Spuren ye- 



...-«^ 
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gebene Elene auch auffassen liann als ein Polygon, von dem 
Vertikalspur — ia der Vertikalebene, eine 



Seite — die 
■ — die Ho- 
rizontalspur — in der Ho- 
rizontalebene liegt, und 
dessen übrige Seiten als 
unwesentlich nicht ge- 
zeichnet sind. Durch diese ■ 
Auffassung 'kann man 
ohne weiteres die Konstruli- 
tionen, die für ein Polygon 

angegeben sind, auf eine durch ihre Spuren gegebene Ebene Oberiragen. 

Je eine Projektion der beiden Polygonseiten — Spuren — liegt in der 

Achse. 




11. Bezlelmngcu zwiscben Gerade und Ebene. Aus der am' 

Schlüsse des vorigen Paragraphen angegebenen Auffassung einer durch 
ihre Spuren gegebenen Ebene als Polygonprojektion ergibt sieh sofort, 
daß eine Gerade dann und nur dann in einer Ebene liegt, wenn ihre 
Spuren auf den gleichnamigen Spuren der Ebene liegen, und umgekehrt, 
daß eine Ebene dann und nur dann durch eine Gerade hindurchgeht, 
wenn ihre Spuren durch die gleichnamigen Spuren der Geraden hindurchgehen 
(Fig. 41). 

Da die Schnittlinie gweier Ebenen diesen gemeinsam ist, so müssen 
die Sparen der Schnittgeraden gleichzeitig auf den gleichnamigen Spuren 





beider Ebenen hegen, d. h. die Schnittpunkte der Spuren der Ebenen sind 
die Spuren ihrer Schnittlinien (Fig. 42). 

Eie gleichnamigen Spuren zweier paralleler Ebenen sind parallel 
(Fig. 43). 
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12. Beziehnngen zwischen Punkt und Ebene. Zwischm FunM 
und Ebene ist auch hier die Gerade Vcrmittl&rm. Ein Punkt liegt also 
dann und nur dann in einer Ebene, wenn er auf einer Geraden inner- 
halb der Ebene liegt, und umgekehrt (Fig. 44). Liegt daher eine Ebene 
durch Spuren gezeichnet vor, so darf man von einem ihrer Funide nur 




eine Projektion willkürlich wählen, die andere Projektion ist dann durch 
die ausgesprochene Bedingung bestimmt. Dabei vereinfacht sicli die Kon- 
struktion dieser zweiten Projektion dadurch, daß man nicht eine belie- 
bige Gerade, sondern eine „Spurparallel^' benutzt, d. h. eine Gerade, die 
entweder der Horizontalspur (Fig. 45) oder der Vertikalspur (Fig. 46) 



der Ebene parallel ist; im ersten Falle ist die Horizontalprojektion der 
Geradon parallel der Horizizontalspur der Ebene und die Vertikalpro- 
jektion der Geraden parallel der Achse; eine SpurparalleJe zur Vertikal- 
spur der Ebene projiziert sich dagegen so, daß ihre Vertikalprojektion 
parallel zur Vertikalspur der Ebene und ihre Horizontalp rojektiou parallel 
zur Achse ist. 

13. Anwendungen. 

.7. Aufgabe: Es soll durch einen Funkt eine Ebene gelegt werden, die 
einer gegebenen Ebene parallel ist. 
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Lösung: Man lege in die 
gegebene Ebene eine beliebige 
Gerade, ziehe durch den Punkt 
eine Parallele dazu und durch die 
Spuren der letzteren die Spuren 
der gesuchten Ebene parallel zu 
den gleichnamigen der gegebenen. 
— Eine Vereinfachung kann man 
durch Benutzung einer Spurpar- 
allelen erzielen. Dabei erübrigt 
sich die Zeichnung derselben in 

Ire ier Ebei len besHmmi werden (Fig . 48 ) . 
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Schnitt dreier Ebenen nnd Ebene durch drei Pnnkte. 19 

Lösung: Man bestimme die drei Schnittlinien je zweier Ebenen; 
ihr gemeinsamer Selinittpunkt ist der gesuchte Schnittpunkt der drei 
Ebenen. 

Es genügt natürlich die Konstruktion nur zweier Schnittlinien; doch 
ist es empfehlenawert, als Genauigkeitaprobe auch die dritte zu zeichnen: 
sie muß durch den Schnittpunkt der beiden ersten hindurchgehen. Eine 
weitere Genauigkeitsprobe liefert die Bedingung, daß die beiden Projek- 
tionen des Schnittpunktes senkrecht untereinander liegen müssen, 

5. Aufgabe : Es soll eine Ebene durch drei Punkte gelegt we>-den (Fig. 49). 



Lösung: Man ziehe die drei Verbindungslinien der Punkte und lege 
durch zwei der Linien eine Ebene; diese muß dann auch durch die dritte 
Linie gehen, was als Genauigkeitsprobe dienen kann. 
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4. Aufgabe: Es soll der Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene 
bestimmt werden (Fig. 50). 

Lösung: Diese höchst wichtige Konstruktion ist genau dieselhe wie 
die für den Schnittpunkt eines Polygons und einer Geraden angegebene; 
man errichte alao über der Horizontal- 
projektion der Geraden eine Vertikalebene; 
ihre Horizontalspur fällt mit der Hori- 
zontalprojektion der Geraden zusammen, 
während ihre Vertikal spur auf der Achse 
senkrecht steht. Let/.tere Spur bringe 
man zum Schnitt mit der Vertikalspur 
der gegebenen Ebene; der Schnittpunkt 
ist die Vertikalspur der Linie, in der 
- sich die Hilfsebene und die gegebene 
Ebene schneiden. Die Horizontalspur 
derselben Schnittlinie ist der Schnitt- 
punkt der Horizontalspuren beider Ebe- 
nen. Geht man von diesem senkrecht 
hoch bis zur Achse, und verbindet man 
den Fußpunkt dieses Lotes mit der Ver- 
tikalspur der Schnittgeraden, so erhält 
man die Vertikalprojektion der letzteren. 
Ihr Schnittpunkt mit der Vertikalprojek- 
tion der gegebenen Geraden ist die Vertikalprojektion des gesuchten 
Schnittpunktes. Seine Horizontalprojektion erhält man Bchließllch noch 
durch Herunterloten auf die Horizontalprojektion 
der Geraden. 

Steht die Gerade senkrecht auf einer der 
Projektionsebenen, z. B. der Horizontal ebene, so 
lege man durch die Gerade eine beliebige vertikale 
Ebene (Fig. 51). 

14, Senkrechte Lage einer Geraden zu 

einer Ei)One. Daraus, daß ein rechter Winkel, 

de.ssen einer Schenkel der Projektionsebene parallel 

ist, sich wieder als ein rechter Winkel projiziert (Fig. 52), folgt sofort, 

daß die Projektion einer Geraden, die senkrecht auf einer Ebene sieht, 

senkrecht auf der Spur der Ebene ist (Fig. 53). 

Ist daher von einem Punkte auf eine Ebene, die durch ihre Spuren 
gegeben ist, ein Lot zu fallen, so hat ma/n nur von der Projektion des 
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r Ebene. 



FunMes Lote auf die gleiehnamigen Spuren der Ebene su fallen; die durch 
diese Lote dargestellte Gerade steht dann senkrecht auf der Ebene 
(Fig. 54). 




Ißt die Ebene nicht durch ihre Spureu, sondern durch die Projektion 
eines Folygons gegeben, so ist es nicht nötig, seine Spuren zu be- 
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stimmen; es genü-gt, zwei Spurpa/rdllden dadurch mi ermitteln, daß man 
das Polygon sowohl durch eine Ebene parallel zur Vertikal ebene, als 
auch dnreh eine solche parallel zur Horizontal ebene schneidet (Fig. 55); 
dabei legt man diese beiden Hilfsebenen zweckmäßig durch eine Ecke 
des Polygons. 



', Ebene senkrecht zu t 



15. Anwendungen. 

1. Aufgabe: Es soll durch einen Funkt t 
Geraden gelegt werden (Fig. 56). 

Lösung: Man lege durch den Punkt eine Spurparallele zu der Hori- 
zontalspur der gesuchten Ebene; die Horizontalprojektion dieser Spur- 
parallelen steht dabei senk- 
recht zu der Horizontai- 
projektion der gegebenen 
Geraden. Durch die Ver- 
tikalspnr der Hilfegeraden 
gebt dann die Vertikalspur 





der gesuchten Ebene senkrecht zur Vertikalprojektion der gegebenen Geraden. 
3. Aufgabe: Es soll von einein PunMe eine Senkrechte auf eine Ge- 
rade gefällt werden (Fig. 57). 

iÖsim^.-ManlegedurchdenPunkteineEbenesenkrechtzu der Geraden, wie 
in der ersten Aufgabe dieses 
Paragraphen angegeben, und 
bestimme den Schnittpunkt 
dieser Ebene mit der Geraden. 
Die Verbindungslinie des- 
selben mit dem gegebenen 
Punkte ist das gesuchte Lot. 
— Ist die Gerade parallel 
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einer Projektionsebene, so kann man nach dem Anfang des vorigen 
Paragraphen die Senkrechte direkt ziehen (Fig. 58). 

3. Aufgabe: Durch eine Gerade soll eine Ebene gelegt werden, die 
senkrecht auf einer anderen Ebene steht (Fig. 59). 

Lösung: Man fälle von einem beliebigen Punkte der Geraden ein 
Lot auf die Ebene und leg« durch die Spuren desselben und die Spuren 
der Geraden die Spuren der gesuchten Ebene. 




16. Umklappen iiiid Drehen von Ebenen, die senkrecht auf 
einer Vrojcktlonsebeno stehen. Befindet sich in einer Ebene, die senk- 
recht zur Horizontalebene liegt, ein Punkt, so findet man nach Um- 
Uappung der Ebene um ihre Horizontalspur dessen neue Lage dadurch, 
daß man die Höhe desselben von der bei der Umklappung liegen gebhe- 
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benen Horizontalprojektion des Punktes aus senkrecht zur UmklappuHgs- 
apur abträgt (Fig. 60). 

Dreht man dieselbe Ebene um ihre Vertikalspur in die Vertikal- 
ebene, so beschreibt dabei die Horizontalprojektion des Punktes einen 




Kreisbogen um den Scheitelpunkt des Spurwinkels. Lotet man den 
Schnitt dieses Kreisbogens mit der Achse hinauf bis zum Schnitt mit 
einer durch die Vertikalprojektion dos Punktes gezogenen Horizontalen, 



so hat man in dif 
der Vertikalebene. 



'iV-' 



Schnittpunkte die gedrehte Lage des Punktes in 
Dabei kann man um einen spitzen oder um einen 
^, stumpfen Winkel drehen (Fig. 61). 

Entsprechend sind die Kon- 
struktionen für eine Ebene, die 
senkrecht zur Vertikalebene steht, 
und die entweder in die Vertikal- 
ebene um ihre Vertikalspur um- 
~geklappt(rig.62) oder indieHori- 
zontalebeneumihieHorizontalspur 
"a 21 gedreht werden soll (Eig, 63); 
doch benutzt man diese Kon- 
struktionen seltener. 
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Nach dem Gesagten bietet auch die Drehung eines Funktes um eine 
Gerade, die senkrecht auf der Horizontalehene steht in eine Ebene par- 
allel zur Vertikalebene (Fig. 64) und ebenso das Drehen eines Punktes 
um eine Gerade, die senkrecht auf der Vertikalebene steht in eine zur 
Horizontalebene parallele Ebene (Fig. 65) keine Schwierigkeit mehr. 

17. Anwendungen. 

1, Aufgabe: Es soll der Horizontal- und der Vertikalneigmujswinkel 
einer Geraden bestimmt werden. 

Lösung: Um den 
Horizontalneigunga- 
winke! einer Geraden 
zu bestimmen, drehe 
man entweder die durch 
die Gerade gehende 
vertikale Ebene um ihre 
Vertikalspur in die Ver- 
tikalebene (Fig. 66), 
oder man klappe die- 
selbe Ebene um ihre 
Horizontal spur, d. h. 
um die Horizontalpro- 
jektion der Geraden in 
die Horizontalebene 
(Fig. 67). — Den Hori- 
zontalneigungswinkel einer Geraden parallel zur Vertikalebeue hat man 
in dieser direkt (Fig. 68). 

Um den Vertikalneigungswinkel einer Geraden zu bestimmen, drehe 





man entweder die durch die Gerade hindurchgehende auf der Vertikal- 
ebene senkrecht stehende Ebene nm ihre Horizontal spur in die Hori- 
zontalebene (Fig. 69), oder man klappe dieselbe Ebene um ihre Vertikal- 
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Spar in die Vertikalebene (Fig. 70). — Den Vei 
Geraden parallel zur Horizontalebene hat man in 



gs Winkel einer 
direkt (Fig. 71). 




ä. Aufgabe: Von einer Geraden ist dk tvahre Entfernung ihrer Spuren 
und sind die beiden NeigungstiHnicel gegeben; man soll ihre Projelitionen be- 
stimmen (Fig. 72). 

g: Ist P' Q die gegebene Strecke, so kann man ans dein recht- 






winkligen Dreieck P'q'Q die Vertikalprojektion der Geraden F'q' und 
den Abstand der Horizontalspur der Geraden von der Achse Qq' finden; 
ebenso kann man aus dem rechtwinkligen Dreieck P'Qp die Horizontal- 
projektion der Geraden und den Abstand ihrer Vertikalspur YOn der 
Achse F'p finden. Aus diesen 
vier Strecken läßt sich die Pro- 
jektionsfigur leicht zusammen- 
setzen. 

5. Aufgabe: Es soll der Ab- 
stand zweier durch ihre Spuren 
gegebenen parallelen Ebenen be- 
stimmt we)'den (Fig. 73)- 

Lösung: Man schneide die 
beiden Ebenen durch eine dritte, 
die senkrecht auf ihnen steht, 
also etwa durcli eine Ebene, die 
senkrecht nuf der Horizontal- 
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«bene und senkrecht auf den gegebenen Horizontalspuren steht, und 
klappe diese Ebene samt ihren Schnittlinien mit den gegebenen Ebenen 
in die Horizontale bene um, so ist der Abstand dieser umgeklappten 
Schnittlinien auch der Abstand der Ebenen, 

A. Aufgäbe: Es soll der Horizontal- und der Vertikalneigungswinlcel 
einer Ebene bestimmt werden. 

Löstmg: Zur Bestimmung des Horizontalneigunga winkeis (Fig. 74) 
schneide man die gegebene 
Ebene mit einer vertikalen 
Hilfsebene, die senkrecht auf 
der Horizontalspur der E bene 
liegt, d. h. mit einer Ebene, 
deren Vertifcalspur senk- 
recht znr Achse und deren 
Horizontal spur senkrecht 

zur Horizont als pur der gegebenen Ebene ist. Aus dieser Hilfsebene wird 
durch die beiden Projektionsebenen und die gegebene Ebene ein recht- 
winkliges Dreieck — „das Neigungsäreiecl^' — herausgeschnitten, in 
welchem der an der horizontalen Kathete gelegene Winkel der gesuchte 
Horizontalneignngs Winkel der Ebene ist. Dieses Neigungs drei eck drehe 
man entweder in die Vertikalebene oder klappe es in die Horizontal- 
ebene um. 

Zur Bestimmung des Vei-tikahieigungs winkeis verfährt man ähnlich; 
das Neigungs drei eck stellt hier senkrecht auf der Vertikalebene und 
senkrecht auf der Vertikalspnr der gegebenen Ebene (Fig. 75). 

5. Aufgabe: Es soll durch eine Gerade eine Ebene gelegt tverden, 
deren Sorisontalneigungswinkel gegebeit ist (Fig. 77). 





Lösung: Es sei vorweg bemerkt, daß eine Tangentialebene an einen 
geraden Kreiskegel, der auf der Horizontalebene aufsteht, den Basiswinkel 
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des Kegels als Horizontalneigungswinkel hat, und daß itre Horizoiital- 
spur Tangente an den Grundkreis des Kegels ist (Fig. 76). Zur Lösung 
der gestellten Aufgabe stelle man demnacli einen geraden Kreiskegel mit 
dem verlangten Neigungswinkel als Basiswinkel so auf die Horizontal- 




ebene, daß seine Spitze in der Geraden , zweckmäßig in ihrer Vertikal- 
spur, liegt. Die ManteUinie des Kegels, die in der Vertikalebene liegt, 
bildet daher mit der Achse den gegebenen Winkel, und der Fußpunkt 
des von der Vertikalspur auf die Achse gefällten Lotes ist der Mittel- 
punkt des Grundkreisea. Die Horizoutalspur der gesuchten Ebene muß 
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dann Tangente an den Grundkreis des Kegels sein und durch die Hori- 
zontalspur der Geraden gehen. 

6. Aufgabe: Als Anweadnng der Torigen Aufgabe soll ein Aufstieg 
auf einen Damm lon'>trmett uoden Gegeben sei i^ie Breite der Krone 
des Dammes; seine Böschung sei 2 3; ferner sei die Breite des 
hinaufführenden ^\eges gegeben und seine linke Ecke in der Ge- 
lündeebene. Das Neigungsveihaltnis des Weges sei 1:5 und seiner 
Böschungen 2:3 (Fig 7S) 

Konstruktion: Der Einfachheit halber zeicline man den Erddamm 
so, daß seine Bichtung senkrecht auf der Vertikalebene steht; die Hori- 
zontalebene sei die Geiändeebene, Dann bietet die Konstruktion des 
Dammes keine Schwierigkeit; er projiziert sieh in der Verfcikalebene als 
gleichschenkliges ParaUeltrapez, dessen Hohe %mal so lang ist als die 
Horizontalprojektion seines Schenk eis. 

Von dem Aufstieg zeichne man zunächst die Projektion des Weges 
dadurch^ daß man um seine gegebene linke Ecke mit dem fünffachen 
Betrage der DammhÖhe einen Kreis schlägt, dessen Schnitt mit der 
rechten Kronenkante des Dammes die linke obere Ecke des Weges be- 
stimmt; hierauf verTollständige man die Horizontalprojektion des Weges 
zu einem Rechteck, dessen Breite gleich der gegebenen Wegbreite ist. 
— Nunmehr legt man durch die beiden Wegkanten Bös eh ungs ebenen 
unter dem Neigungs Verhältnis 2 : 3. Diese müssen nach der vorigen 
Aufgabe Tangentialebenen je an einen von zwei Kegeln sein; ihre Grnnd- 
kreise liegen in der Horizontalebene, und ihre Radien sind gleich 7a ^^^ 
Dammhöhe; ihre Spitzen liegen in den beiden oberen Ecken des Weges, 
so daß also die Mittelpunkte der Grundkreise die Horizontalprojefetionen 
der oberen Wegecken sind. An diese Kreise zieht man durch die 
unteren Wegecken je eine Tangente bis zum Schnitt mit der rechten 
Fußkante des Dammes; den linken dieser Schnittpunkte verbinde man 
noch mit der linken Kronenecke des Weges und ziehe endlich durch die 
i-echte Kronenecke desselben eine Parallele zu der rechten Tangente bis 
zum Schnitt mit der rechten Kronenkante des Dammes; diesen Punkt 
hat man noch mit dem Schnittpunkte der rechten Tangente und der 
Fußkaiite des Dammes zu verbinden. 

Die Vertikalprojektion ergibt sich einfach durch Hinauf loten der 
vier Wegecken in die ihnen zukommende Höhe. 

18. ITiriklappeu einer beliebigen Ebene. Um eine beliebige 
Ebene, in der ein Punkt A liegt, um ilire Horizontalspur in die Hori- 
zontalebene umzuklappen und die umgeklappte Lage des Funkies A m 
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iesUmmen (Fig. 79), denken wir ans ein rechtwinkliges Dreieck so 
liegend, daß seine eine Kathete das Lot von A auf die Horizontalebene 
ist, während die andere Kathete von dem Lote gebildet wird, das von 
der Horizontalprojektion des Punktes A auf die Horizontalspur 
der Ebene gefällt ist. Die Hypotenuse Ah dieses Dreiecks liegt 




dann in der gegebenen Ebene und steht gleichfalls auf ihrer Horizontal- 
spur senkrecht. Die Umklappung 21 von A ist dann von h aus senk- 
recht zur Horizon talspur der Ebene um die Hypotenuse Ah entfernt. 
Um ihre Länge zu bestimmen, drehe man das Dreieck — „das 
- entweder um die vertikale Katbete, bis es parallel 




zur Yertikalebene liegt, oder man klappe es um die horizontale Kathete 
in die Horizontalebene. ^ Die Vertikalspur der Ebene wurde bei 
dieser Konstruktion nicht benutzt; durch die Horizontalspur und den 
Punkt A ist ja auch die Ebene bereits eindeutig bestimmt. 

Entsprechend ist die Konstruktion der Umklappung eines Punktes 



y Google 



Umklappen beliebiger Bbeaen. 



31 



um die Vertikalspur der Ebene in die Vertikalebene. Das Neigungadrei- 
eck stebt hier senkrecht auf der Vertikalebene und der Verfcikalspur 
der gegebenen Ebene (Fig. 80). 

Um eine Gerade etwa um die Horizontalspur einer durch sie hin- 
durchgehenden Ebene in die Horizontal ebene umsuldappen, genügt es, 
zwei ihrer Punkte umzuklappen. Die Konstruktion für einen dieser 
Punkte kann man mit Biieksicbt darauf ersparen, daß die Horizonfcalspur 
der Geraden auf der Horizontalspur der Ebene liegt. Dieser SpurpunH 
ileibt also bei äer Vmkla/ppung liegen; als zweiten Punkt wählt man 
zweckmäßig die Vertikalspur der Geraden (Fig- 81). 

Bezeichnet man die Projektion einer Geraden, bzw. eines Punktes, 




und die Umklappung der Geraden, bzw. des Punktes, „als zwei entspre- 
chende Geraden", bzw. zwei „entsprechende Punkte", — so beachte man da- 
her stets, daß 0wei entsprechende Punkte auf einer SenJcrechtm zwr üm- 
Mappungsspur liegen, und daß zivei entspreclimäe Geraden sich auf der 
Umklappungsspw schneiden müssen. Namentlich für Qenauigheitsprohen 
sind diese beiden Beziehungen häufig sehr wichtig. 

Auch dann kann man von diesen beiden Sätzen zweckmäßig Gebrauch 
machen, wenn es sich darum handelt, mehrere Punkte derselben Ebene umzu- 
klappen. Die Ausführung der Konstruktion mit Hilfe des Neigungsdreiecks 
ist dann nur für einen Punkt notwendig, während man die ümklappung 
jedes weiteren Punktes bequemer dadurch findet, daß man durch ihn und 
den ersten Punkt eine Gerade legt, durch den Schnitt derselben mit 
der Umklappungsspur und durch die Ümklappung des ersten Punktes die Um- 



y Google 




I. Die Grund- und Aufrißmethode. 

klappung der Geraden zieht und auf sie 
den aweiten Punkt hinüberlotet (Fig. 82). 

19. Aüwendungeii. 

1. Aufgabe: Es soll der Winlcd sweier 
Geraden bestimmt werden (Fig. 83). 

Lösung: Man bestimme die Horizon- 
talspur derjenigen Ebene, die dnreh beide 
Geraden liindurcbgeht; sie gebt durcb 
die Horizontalspur eil der Geraden bindurch; 
um die Spur der Ebene klappe man die 
beiden Geraden dadureb um, daß man 
mklappt und seine Umklappung mit den Spuren der 
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ä. Aufgabe: Es soü die waiire GesiaÜ eines Polygons durch Um- 
Mappen bestimmt werden (Fig. 84). 

Lösung: Man klappe mit Hilfe des Neigungsdreieeka nur einen Eck- 
punkt um und bestimme die Umkiappungen der anderen Eckpunkte auf 
die am Schlüsse des TOrigen Paragraphen angegebene Weise. Als Ge- 
nauigkeitsprobe ist es zweckmäßig, auch für die übrigen Punkte die 
NeiguDgsdreiecke zu zeichnen; ihre Hj"potenaseu müssen alle parallel 
sein, da sämtliche Dreiecke 
den Hoi-izontalneigungs- 
winkel des Polygons ent- 
halten. 

3. Aufgabe: Es soll 
die Entfernung eines 
Pv/nhtes von einer 
raden bestimmt w 
(Fig. 85). 

Lösung: Man 
durch den Punkt und die 
Gerade zunächst eine be- 
liebige Hilfegerade, klappe 
diese samt der gegebenen 
Geraden nach der ersten 



Ge- 



lege 



phen um, bestimme durch 
Fällen eines Lotes die um- 
geklappte Lage des ge- 
gebenen Punktes auf der 
umgeklappten Hilfsgera- ^ 
den und fälle in der 
Umklappung ein Lot von 
ihm auf die gegebene 
Gerade; den Fußpunkt 
lote man wieder zurück auf d 
raden. 




beiden Projektionen der gegebenen Ge- 



20. Ziiriictklappen l>eliel)iger Eteneii. Um die Projektion eines 
Punktes einer durch ihre Spuren gegebenen Ebene zu bestimmen, wenn 
von diesem nur die umgeklappte Lage bekannt ist, bestimme man sii- 
nächst in einem beliebigen Hilfsneigungsdreieck den Neigungsivinlel der 
Ebene (Fig. 86). Mit Hilfe dieses Winkels bestimme man das spesieüe 
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nächst die Horizcatalsp 
die Horizon talspur der 
kreis eines auf der Horizontalebeae 




Punktes. la den Katheten dieses 
Dreiecks hat man dann die Entfer- 
nung der Horizontalprojektion des 
Punktes von der ümklappuugsspur 
— dia TJmklappungslot ' — so 
■wie die Hohe des Punktes 

Als Sei^pid für diese Kon- 
struktion sollen die Projekbonen 
emei regelmäßigen SeeksecH gefun- 
den iictden, von dem die beiden 
Projektionen einer Sette und der 
Homohtalnptgunrrswinlel sunei 
Lbene legelen stnd (Fiif HT| Zu 
diesem Zwecke bestimmt man zu 
der bn,hae(,k »ebene dadurch, daß man Juteh 
igebenen "^eite eine langente an den Grund 
itehenden geraden Kegels dei den 
gegebenen Neigungswinkel 
als Basiswinkel enthält, und 
dessen Spitze auf der Gera- 
den, etwa in ihrer Vertikal- 
spur liegt, zieht. Um diese 
Spur klappt man die Sechs- 
eckseite um und zeichnet 
in der Umklappung das 
rei^elmäßige Sechseck, Durch 
Zurückklappen erhält mau 
dieHorizontalprojektion.Die 
EekenderVertikalprojektion 
ergeben sich mit Hilfe ihrer 
Neigungsdreiecke. 

21. Drehen einer 
Ebene um eine liorizon- 
tale Gerade in horizon- 
tale Lage. Soll ein Punkt 
um eine horizontale Gerade 
gedreht werden, bis er mit 
der Geraden in einer hori- 
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s horizontale Gerade. 



sontalen Ebene liegt, so verbindet man die 
Gerade und den Punkt durch ein Lot, dessen 
Horizontalprojektion senkrecht zur Horizoa- 
talprojektion der Geraden liegt (Fig. 88). 
Betrachtet man dann die Vertikalprojektion 
der Geraden als Hilfsprojektionsaehse, durch 
die eine Hilfshorizon talebene gelegt ist, so 
ergibt sich die Konstruktion für diese Hilfs- 
ebene ohne weiteres. Da die ursprüng- 
liche Horizontalebene senkrecht unter der 
Hilfshorizontal ebene liegt, so ist die ge- 
suchte Projektion des gedrehten Punktes 
dieselbe wie in der Hilfshorizontalebene. 

Von dieser Konstruktion kann man 
eine Amvmdung machen, wenn die wahre 
Gestalt eines Polygons dadurch bestimmt werden soll, daß seine Ebene um 





eine horizontale Gerade gedreht wird, bis sie parallel der Horizontal- 
ebene hegt (Fig. 89). Man legt dabei die horizontale Gerade zweck- 
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mäßig durch eine Ecke des Polygons und dreht alle übrigen Ecken 
nach dem oben angegebenen Verfahren. Als Genanigkeitsprobe hat man 
wieder die Bedingung, daß zwei sich entsprechende Geraden sich auf 
der Geraden, um die gedreht wurde, schneiden müssen. 



III. Kapitel. 

StereometriscJie Xonstruktioneii. 

22. Das Haildwerkszeii^. Das Umklappen und Drehen von Ebenen 
und Gei'aden wurde seither nur zur Bestimmung der wahren Größe be- 
nutzt. Die beschriebenen Methoden gewinnen aber dadurch eine ganz 
besonders wichtige Bedeutung, daß sie es ermöglichen, die stereo- 
meh-ischen KansWuliUonen , die hei EuMid nur in idealer Weise in 

realisi^en. In jeder 
Ebene des Raumes 
kann jede geometri- 
sche Konstruktion 
- dadurch zeichnerisch 
durchgeführtwerdeii, 
daß diese Ebene in 
eine der beiden Pro- 
jektionsebenen um- 
geklappt wird. 

Liegt eine stereometrische Aufgabe vor, so muß ihre Lösung zu- 
nächst in der Idee räumlich ausgeführt werden. Dabei leistet eine kleine 
Skisse, die den Gang der KondnütUon veransdumlicM, gute Dienste, jeder 
Schritt der Lösung wird dann praktisch durch die bisher beschriebenen 
Methoden der darstellenden Geometrie ausgeführt. 

Die §§ 23 — 38 enthalten einige interessante Beispiele. Zur Lösung 
der hier gestellten Aufgaben ist es notwendig, daß mau eine Reihe von 
Konstruktionen, die im vorhergehenden mitgeteilt sind, stets gegenwärtig 
habe, sie bilden gewissermaßen das Mandwerhszeiig zur deskriptiven Lösung 
stereometrischer Konstruktionen und mögen noch einraiil kurz zusammen- 
gestellt werden. 

1. Zwei Geraden schneiden sich, wenn die Schnittpunkte ihrer gleicli- 
namigen Projektionen senkrecht untereinander hegen {Fig. 90); andernfalls 
sind sie windschief; nach § 5, Fig. 11 kann dann festgestellt werden, 
welche der beiden Geraden vor, bzw. ülei dei anderen herläuft, 

2. Von einem Punkte in einer Ebene ist eme, etwa die Horizontal- 




y Google 



Hand werk Sa 



j stereo metrischen Konstruktionen. 



37 



Projektion, gegebeü, gesucht ist die andere (Fig. 91 und 92), Die I 
für den Fall, daß die Ebene als Polygon gegeben ist, enthält § 7, Fig. 18, 
für den Fall, daß die Ebene durch ihre Spuren gegeben ist, § 12, Fig. 45 
und 46. 

3. Eine Ebene geht dann durcli ^wei sicli schneidende Geraden hin- 




durch, wenn die Spuren der Ebene dui-ch die gleichnamigen Spuren beider 
Geraden gehen (Fig. 93). 

4. Die Spuren der Schnittlinie zweier Ebenen sind die Schnittpunkte 
ihrer gleichnamigen Spuren (Fig. 94). 

5, Die Auffindung des Schnittpunktes einer Geraden und einer 




Ebene (Fig. 95 und 96) ist in § i, Fig. 19, für ein Polygon, nnd in § 13, 
Fig. 50, für eine durch ihre Spuren gegebenen Ebene mitgeteilt. 

6. Eine Gerade steht senkrecht auf einer Ebene (Fig, 97 und 98), 
wenn die Projektionen der Geraden senkrecht auf den gleichnamigen 
Spuren der Ebene stehen; vgh § 14, Fig, 54. Ist die Ebene durch Poly- 
gonprojektionea gegeben, so sind einfacher als ihre Spuren zwei SpTir- 
parallele nach § 14, Fig. 55, zw ermitteln. 
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7. Die Umklappung eicea Punktes (Fig. 99) und einer Geraden 
(Fig. 100) kann mittelst des Neignngadreieeks gefunden werden, wie in 
§ 18 mitgeteilt wurde. 

8, Die wahre Lange einer Strecke (Fig. 101) 
ist gleich der Hypotennse eines rechtwinkligen 
Dreiecks, dessen eine Kathete die Horizontalpro- 
jektion der Geraden und dessen andere Kathete 
der Höhenunterschied ihrer Endpunkte ist. 

33. Aufgabe: Es 

soll die hürseste Entfer- 
nung OD äwder wind- 
schiefer Geraden P Q' 
mid ST' ermUteU wer- 
den (Fig. 102). 

Lösung: Man ziehe 
durch einen beliebigen 
Punkt der Geraden ä 2", 
etwa durch ihren Spur- 
punkt T' eine Parallele 
zu der Geraden PQ' 
und bestimme die durch 
diese Parallele und ST' 
gehende Ebene. Sodann 
fälle man. von einem 
beliebigen Punkte A der 
Geraden P Q' eine Senk- 
rechte auf diese Ebene 
und bestimme deren 
Schnittpunkt B mit ihr. 
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ZieLt man durch diesen eine Parallele zu P^', die ST' in C schneidet, 
und zieht endlich durch C eine Parallele zu BÄ, die FQ' in D trifft, so 
ist CD die gesuchte kürzeste Entfernung, deren wahre Länge in einer 
Nebenfigur ermittelt werden kann. 

24. Aufgabe: Hs ist ein Tetraeder ahcd, a'h'c'd' gegeben, gesucht ist 
der Mittelpunkt oo und der Halbmesser der dem Teiraed^ umhesckriebeji^n 
Kugel (Flg. 103). 

■^\ 







Lösuitg: Man Idappe zwei Tetraeder flächen in die Horizontalebene 
nm nnd bestimme in den beiden umgeklappten Dreieckea die Mittelpunkte 
der den Dreiecken um beschriebenen Kreise. Diese beiden Mittelpunkte 
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klappe man zurück und errichte in ihnen Senkrechte auf den zugehörigen 
Tetraederflächen, Der Schnittpunkt dieser beiden Senkrechten ist der 
gesuchte Mittelpunkt der dem Tetraeder umschriebenen Kugel. Seine 
Entfernung von einer der Ecken ist der Kugeliialbmesser, dessen wahre 
Lunge durch ein rechtwinkliges Dreieck zu ermitteln ist. 




25. AuJ'galJC: is soll ein Funkt X Iconstruiert werden, der von drei 
"henen Funkten A, B, C gegebene Abstände r^r^r^ hat (Fig. 104), 
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an klappe das Dreieck ABC in die Horizontalebene nach 
9t58S um und denke sich drei Kugeln mit den Mittelpunkten ST, S, ß, 
und den Radien t\, r^, und r^. Die Kugeln schneiden die Zeichenebene 
in Kreiaen um 9[, 56, ß mit den Radien y„, r^, r^. Die gemeinsame 
Sehne je zweier dieser Kreise stellt dann die Projektion des Schnitt- 




kreisea der beiden zugehörigen Kugeln dar. Der Schnittpunkt l) aller 
drei Sehnen ist somit die Projektion der gesuchten beiden Schnittpunkte 
3tj und x^ der drei Kugeln. Diesen Punkt \) klappe man zurück nach 
yy' und emehte in yy eine Senkrechte auf der Dreieckeehene. Endlich 
trage man auf dieser Senkrechten Ton yp' aus die Strecke y'Xi, y'x^', 
bzw. yx^, yx^ ab. Hierzu ermittelt man vorher die wahre Länge 59 
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dieser Strecke durch Umklappen 
um seinen Durehmesser. 



1 der drei Schnittkreiee der 1 



26, Äufgalbe: ßs sind ein Funkt A und swei Geraden PQ' und 
BS' gesehen. Es soll durch den gegehmen Punlct eine Gerade gelegt 
werden, welche die beiden gegebenen Geraden schneidet (Fig. 105). 

Jjösung: Man lege zunächst durch A und einen beliebigen Punkt 
der Geraden PQ', etwa Q', eine Hilfsgerade und bestimme die Ebene, 
die durch sie und PQ hindurchgeht. Hierauf bestimme man den Schnitt- 
punkt C dieser Ebene mit RS' und verbinde C mit A, so ist CA die 
gesuchte Gerade, 




27. Aufgabe: Es soU der Isiirzeste in swei durch ihre Spuren ge- 
gebenen Ebenen und in der Horisontaleiene verlaufende Weg von einem Punkt 
A der einen Ebene nach eüiem Punkte B der anderen gefunden werden 
(Fig. 106). 
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Lösung: Man klappe beide Ebeuen in die Horizontalebene um und 
verbinde die Um klapp ungen Sl und 33 der Punkte Ä und B geradlinig, 
Das Stück dieser Geraden zwischen den Spuren der Ebene ist ein Stück 
des gesucbten Weges. Die Verbiadungaliuien der Endpunkte dieser 
Strecke mit den Horizontalprojektionen von A und _B ergeben die beiden 
anderen Wegstücke. 




28. Aufgabe: Ms soll der Flächenwinkel zweier dwrch ihre Spuren 
gegebenen Ebenen bestimmt werden. 

1. Lösung: Man falle von einem beliel)igen Punkte A aus auf beide 
Ebenen Lote und bestimme den Winkel der Lote durch Umklappung 
der durch sie bestimmten Ebene; dieser Winkel ist das Supplement 
des gesuchten (Fig. 107). 
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&. Lösung: Man lege eenbreclit zur Schnittlinie der beiden Ebenen 
eine Hilfsebene, aus der durch die beiden Ebenen und die Horizontal- 
ebene ein Dreieck ausgeschnitten wird, welches den gesuchten Fläehen- 
winkel enthält. Dieses Dreieck klappe man in die Horizontal ebene um, 
wozu man zweckmäßig seine Höhe benutzt, deren wahre Länge sich 




durch Umklappen der Schnittlinie der beiden gegebenen Ebenen er- 
mitteln läßt (Fig. 108). 

29. Äufgalie: Von einem Quader sind die PrqjeMionen einer Diago- 
naie und die ProjeMonea der Micktungen der von einem Endpunkt der Dia- 
gonalen ausgehenden Kanten gegdben. Gesucht sind die Projektionen des 
Quaders. (Zerlegung einer Kraß in drei räumliche Kompetenten von ge- 
gebener Eiditung.) (Fig. 109). 
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Lösung: Man bringe die durch zwei der gegebenen Eichtungen be- 
stimmte Ebene zum Schnitt mit einer Gferaden, die Toni anderen End- 
punkte der Diagonaleii aus parallel der dritten Richtung gezogen ist, und 
Terv ollständige von der so gewonnenen Ecke des Quaders ausgehend 
die Projektionen desselben. 



30. Aufgabe: Gegebm, sind ein Funld und eivei Winkel. Es soll 
dwch den Funkt eine Ebene gelegt loerden, deren Sorieontal- und Ver- 
tihaVneiguiigstvmkel gleich den gegebenen Winkeln sind (Fig. HO). 

Lösung: Man zeichne eine Gerade, deren Horizontal-, bzw. Vertikal- 
neigungswinkel gleich den Komplementen der gegebenen beiden Winkel 
ist; die Projektionen dieser Geraden werden in einer Nebenfigur er- 
mittelt. Dann lege mau durch den gegebenen Punkt eine Spurparallele 
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etwa zu der Horizontalspur der gesuchten Ebene; die Horizontalpro- 
jektion dieser Spurparallelen muß senivrecht auf der Horizontalprojektioa 
der Hilfsgeraden stehen. Endlich lege man die gesuchte Ebene durch 
die Spurparallele senkrecht zu der Hilfsgeraden, 

31. Aufgabe: Es sind t 
Gesucht sind die drei Winhel i 

Lösung: Man stelle 
das Dreikant etwa mit 
der Seite a auf die 
Horizontalebeiie und 
fälle von einem belie- 
bigen Punkte der gegen- 
überliegenden Kante 
aus eine Senkrechte 
auf die Hör izon talebene. 
Durch diese lege man 
vertikale Ebenen, die 
senkrecht auf den bei- 
den andern Kanten 
stehen. Durch Umklap- 
pen der beiden letzt- 
genannten rechtwink- 
ligen Dreiecke erhält 
mau die beiden gesuch- 
ten Winkel ß und y. 
Zur Bestimmung des 
Winkels k klappe man 
ein Dreieck um, welches 
aus dem Dreikant durch 
eine Ebene herausge- 
schnitten wird, die 
senkrecht auf der zu a 
gehörenden Kante steht. 

32. Aufgabe: £s soll der Neigungsmnkel eiiier Geraden gegen eine 
Ebene bestimmt werden (Pig. 112). 

Lösung: Mau fäUe von einem beliebigen Punkte der Geraden auf 
die Ebene ein Lot und klappe die durch dieses Lot und die gegebene 
Gerade gehende Ebene um; der so ermittelte Winke! des Lotes und 
der Geraden ist das Komplement des gesuchten Neigungswinkels. 
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33. Aufgabe: Es sind eine Gerade ST', eine Ebene POQ' und ein 
Winkel « gegeben. Es soll durch die Gerade eine Ebene S UT' unter dem 
Neigungsmnkel a gegen die Ebene POQ^ gelegt werden (Fig. 113). 

■ Man stelle auf der gegebenen Ebene einen Hilfakcgel auf, 




dessen Spitze auf der gegebenen Geraden etwa in T' liegt, und dessen 
Basiswinkel gleieb a ist. Die gesuchten beiden Ebenen schneiden dann 
aus der gegebenen Ebene die beiden Tangenten an den Grundkreis des 
Kegels aus, die dureb den Schnittpunkt der gegebenen Geraden und 
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Ebene gehen. Diese Tangenten können durch Umklappen in die Hori- 
zontalebene ermittelt werden. 

34. Äufga1)e: Von einer regulären quadratischen Fp-amide sind die 
n einer Grundkante AB, der Horisontai/migungswinkel a der 




Grundfläche und die Hohe h gegeben, es sind die Projektionen der Pyra- 
mide gesucht (B'ig. 114| 

Lösung: Man bestimme zunächst die Horizontalspur der Grund- 
fläehe; sie ist Tangente an den Grundkreis eines vertikalen Kegels, 
dessen Spitze auf der gegebenen Tnundkante, etwa in einem ihrer End- 

Hauoi: DareleUende QeouMii- I 4 
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punkte liegt, und dessen Basiswiakel gleich dem gegebenen Winkel ist. 
Um diese Spur klappe man die gegebene Grundkante um, vervollstän- 
dige das Quadrat und klappe dieses wieder zurück. In dem Schnittpunkt 
der Diagonalen der Grundfläche errichte man nunmehr eine Senkrechte 
auf dieser und trage endlich auf der so gewonnenen Höhe der Pyramide, 
deren gegebene Höhe, wie in § 8, Fig. 2*^ angegeben, ab. 




36. Aufgabe : Ein quadratischer Spiegel, dessen Seitenlange gleich 3s ist, 
ist um eine vertikale und eine horizontale Adise Arehbar; beide Achsen 
gehen dwch den Mittelpunkt A des Spiegels; die horizontale Achse ist par- 
allel einer Spiegdkante. Der Spiegel soll so gestellt werden, daß ein in 
gegebener Bichtung l, V einfallender Lichtstrahl nach einem gegebenen Punkte 
B reflektiert wird. — Heliotrop. — (Fig. llö). 

Lösung: Nach dem Reflexiousgesetz muß die Spiegelebene senk- 
recht auf der Halbierimgslinie desjenigen Winkels stehen, der von dem 
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einfallenden und reflektierten Lichtstrahl gebildet wird. Um diese Winkel- 
halbierungslinie .;4iV in beiden Projektionsebenen zu bestimmen, ist es 
notwendig, die Ebene des im Punkte A einfallenden und reflektierten 
Lichtstrahls umzuklappen, den umgeklappten Winkel zu halbieren und 
die Winkelhalb ierungslinie durch einen ihrer Punkte N zurück zuMappen. 
Von dem Spiegel werden dann zunächst die Richtungen der Projektionen der 
Quadratseiten dadurch ermittelt, daß man die Projektionen zweier durch 
A gehenden Parallelen zu den Spiegelkanten bestimmt. Von den Hori- 
zontalprojektionen dieser beiden Linien ist die eine das Einfallslot, 
während die andere senkrecht dazu steht; von ihren Vertikalprojek- 
tionen ist die eine horizontal, die andere steht senkrecht auf dem 
Einfallslot, Die Längen der Horizontalprojektionen der so bestimmten 
durch A gehenden Linien sind unschwer zu ermitteln; die Länge der 
parallel zur Horizontalebene liegenden Linie ist direkt gleich der ge- 
gebenen Quadrateeite, während die Lange der anderen Geraden aus einer 
Hilfsflgur entnommen werden kann, die am bequemsten in die Vertikal- 
ebene eingezeichnet wird, und die den Spiegel samt dem Einfallslote so in 
gedrehter Lage darstellt, daß die Spiegelebene senkrecht auf der Vertikal- 
ebene steht, sich also als gerade Linie projiziert, während die Strecke AN 
parallel der Vertikalebene verläuft, sich also in wahrer Größe projiziert. 
Die Vertikalprojektionen der durch A gehenden beiden Hilfslinien werden 
durch Hinaufloten der Horizontalprojektionen ihrer Bndpunkte vervoll- 
ständigt und die Konturen des Spiegels endlieh durch Ziehen von Par- 
allelen zu den beiden Hilfslinien in beiden Projektionen hergestellt. 

36. Aufgabe : £s soll die Deformation einer Netzwerkhtppel von ge- 
rader Seitensahl ermiüelt werden. Die Grundfläche und ebenso die Deck- 
fläche der Kuppel sei ein regelmäßiges Sechseck ABODEF, bzw. 1, 3, 
S, 4, 5, 6; die Knotenpunkte i, 5, 5 sollen sich iii die Grundfläche legen 
(Fig. 116). 

Lösung: Die deformierte Lage des Punktes 1 ist unschwer zu er- 
mitteln durch TJmklappung des Dreiecks ABl; ebenso werden die 
Punkte 8 und 5 bestimmt. Schwieriger gestaltet sich die Bestimmung 
der deformierten Lage eines der Punkte 3, 4, 6 etwa des Knotenpunktes 2. 
Dieser Punkt kann sich infolge seiner starren Verbindung mit HO nur 
in einer auf der Horizontalebene vertikal aufstehenden Ebene, die das 
Dreieck BC3 halbiert, bewegen. Man klappe also diese Ebene in die 
Zeichen ebene um und bestimme in ihr die deformierte Lage des 
Punktes 2 als Schnittpunkt zweier geometrischer Örter, die sieh folgen- 
dermaßen ergeben: einmal muß der Punkt 3 auf einem Kreise liegen, 



y Google 



52 



I. Die Grund- und Aufriß in etil o de. 



dessen Mittelpunkt die Mitte you BC ist, und dessen Radius gleich 
der wahren Entfernung des Punkter 3 von SC ist; zweitens muß der 
Punkt 3 auf einem Kreise liegen, der aus der vertikalen Ebene durch 
eine Kugel herausgeschnitten wird, deren Mittelpunkt die deformierte 
Lage des Punktes ] ist, und deren Radius gleich der wahren Länge 
der Strecke 1, 3 ist. In der umgeklappten Lage ist auch die Höhe 
des Punktes 3 nach der Deformation unmittelbar enthalten. 




37. Aufgabe: Es soll die Deformation eines «tts fünf Gekmkstüteen 
bestehenden Fußgestells ermittelt werden. Seine Platte sei ein gleich- 
seitiges Dreieck 1, 2, 5; in zwei Ecken befinden sieh je zwei Stützen, 
an der dritten nur eine; alle Stützen seien gleich lang. Die Fußpunkte 
der Stützen seien ÄBCDE. Der Knotenpunkt 1 soll sich in die Grund- 
ebene legen, es ist somit seine Lage und die deformierte Stellung der 
Funkte ä und .5 zu ermitteln (Fig. 117). 

Der Punkt 1 wird, wie bei der vorigen Aufgabe, durch 
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Umklappen des Dreiecks ABl bestimmt. Auch die Lage des Punktes .3 
wird ähnlicli wie in der vorigen Aufgabe ermittelt; er liegt iu einer ver- 
tikalen Ebene, die das Dreieck CDS halbiert und die umgeklappt wird, im 
Schnittpunkt zweier Kreise, von denen der eine die Mitte von CD zum 
Mittelpunkt und die wahre Entfernung des Punktes ä von CD zum 
Radius hat, und von denen der andere aus der vertikalen Ebene durch 
eine Kugel herausgeschnitten wird, deren Mitte die umgeklappte Lage 
dea Punktes 1 und deren 
Radius die wahre Länge 
von 1 2 ist. Schwieri- 
ger ist die Bestimmung 
der deformierten Lage 
des Knotenpunktes S. 
Dieser muß erstens auf 
einer Kugel um M mit 
der wahren Länge von 
E3 als Radius liegen, 
die die Zeiehenehene in 
einem Kreise um E mit 

demselben Radius 
schneidet; er muß 
zweitens auf einer Ku- 
gel um die deformierte 
Lage von 1 mit der 
wahren Länge von 1 :i 
als Radius liegen, die 
aus der Zeichen ebene 
einen Kreis um densel- 
ben Mittelpunkt mit 
demselben Radius her- 
ausschneidet. Die ge- 
meinschaftliche Sehne 
der so ermittelten bei- 
den Kreise stellt dann 
die Projektion des 
Schnittkreises der bei- 
den angegebenen Ku- 
geln dar, auf dem der 
gesuchte Punkt liegt. 
Der Übersichtlichkeit 
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halber verrücke man diesen Kreis um ein beliebiges Stück senkrecht zu 
seiner Ebene und klappe ihn um. Dritteng endlich liegt der Punkt, 3 
nach*der Deformation auf einer Kugel um die deformierte Lage des 
Punktes 2 mit der wahren Länge von 2 3 als ßadius. Man bestimme 
also den Kreis, den diese Kugel aus der zuletzt umgeklappten Ebene 
herausschneidet; sein Schnittpunkt mit dem in der TJmklappung schon 
verzeichneten Kreise ergibt den gesuchten Punkt. Seine Höhe ist aus der 
Umklappungsfigur unmittelbar zu entnehmen. 




88. jiufgabe: JEs soll mte Sonnenuhr in eine)' Itorizontaten Ebene 
und an eifier vertikalen Wand, die nicht aUzuvid von der Ost-West-Rich- 
tung verschieden ist, für eine geographische Breite tp (für Berlin ist ip = ÖSVa") 
konstruiert werden. Die sehattenwerfmdc Linie sei pm-allel der Erdachse 
(Fig. 118). 
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■ Da die acliatten werf ende Linie parallel der Erdachse sein 
soll, ist durch die Horizontalspur derselben für jede geographisshe Breite 
die Vertikalspur A bestimmt und kann in der folgenden Weise ermittelt 
werden. Mau zeichne durch einen beliebigen Punkt C der durch £ 
gehenden Nord-Richtung die West-Ost- Richtung und denke sieh über 
BC als Kathete ein rechtwinkliges Dreieck mit dem rechten Winkel bei 
C Tertikai aufgestellt und in die Horizontal ebene umgeklappt. Seine dritte 
Ecke 91 wird dadurch bestimmt, daß der Winkel CB'ä gleich ip ist. 
Die Hypotenuse dieses' Dreiecke in senkrechter Stellung ist dann par- 
allel der Erdachse nach dem Satze: die Polhöhe ist für jeden Ort gleich 
der geographischen Breite. Durch C ziehe man sodann eine zweite Linie, 
die von der Ostwestrichtung um denselben Winkel abweicht wie die ge- 
gebene vertikale Wand, und errichte auf dieser Linie endlich ein Lot 
CA gleich CSl, dann ist A die Vertikalspur der schatten werf enden Linie. 

Man konstruiere nun zunächst ihre Schatten für die vollen 
Stunden — um diese soU es sich nur handeln — ■ auf eine Ebene, welche 
durch C% hindurchgeht und senkrecht auf der schatten werf enden Linie 
steht. Der Schatten auf dieser Ebene ist insofern besonders einfach zu 
konstruieren, als er sich in gleichen Zeiten um gleiche Winkel dreht. 
Man klappe also diese Ebene in die Horizontalebene um, bestimme in 
ihr den Spurpunkt von AS — sein Abstand von C ist gleich dem Lote 
von G auf die Hypotenuse des Dreiecks BCH — und schlage um diesen 
einen Kreis, den man in 24 gleiche Teile so teilt, daß ein Teilpunkt auf B(7 
liegt. Die nach den Teilpunkten gezogenen Radien sind die Schatten 
zu den vollen Stunden, und zwar weist der Schatten um 6 Uhr morgens 
nach Westen, um 12 Uhr mittags nach Norden und um 6 Uhr abends 
nach Osten. 

Diese Schatten strahlen bestimmen auf der Umklappungsspur der 
Hilfsebene eine Punktskala, durch die auch die entsprechenden Schatten 
auf der Horizontalebene hindurchgehen müssen; verbindet man daher die 
einzelnen Punkte mit dem Punkte B, so ist damit die Sonnenuhr in der 
Horizontalebene ermittelt. Bestimmt man noch die Schnittpunkte der 
Schatten strahlen in der horizontalen Ebene mit der Schnittlinie dieser 
und der vertikalen Wand und verbindet diese Punkte mit dem Punkt Ä, 
so ist damit auch die Sonnenuhr auf der vertikalen Wand ermittelt. 
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IV. Kapitel 

Transformationen. 

39, Traiisformatlou TOn Punkt, Gerade und Elieiie. Bei der 

Lösung 7011 Aufgaben nach den bislier besprochenen Methoden stößt 
man häufig auf Schwierigkeiten, die durch eine spezielle Lage oder 
andere Gründe hervorgerufen sind, und die es nötig machen, außer der 
bisher ausschließlich benutzten Horizontal- und Vertikalebene noch 
eine oder mehrere andere PnyeMionsebenen zu benutzen. Man wählt diese 
Hilfsprojektionsebenen senkrecht zu einer der beiden bisherigen Projek- 
tionsebenen und klappt dieselbe in die Zeichenebene um. Es entsteht 
dadurch die Aufydbe, wenn die Lage der neuen Projektiona ebene durch 
ihre Vertikal-, bzw. Horizontalspur gegeben ist, auf ihr in umge- 
klappter Lage aus der gegebenen Horizontal- und Vertikalprojektion eine 
neue Projektion herzustellen, oder die gegebenen Projekt ionsfignren auf 
die neue Projektioneebene zu transformieren. Es sei zunächst als Trans- 
formationsebene eine neue Vertikälebene eingeführt, die durch ihre Hori- 
zonfcalspur gegeben sein mag. 

um einen Funkt A auf diese Ebene m iransformieren, beachte mau, 
daß seine neue Vertikalprojektion auf einer Senkrechten zur Uui- 
klappungsspur liegen muß, die durch die Horizontalprojektioii des 
Punktes geht. Der Abstand der neuen Vertikalprojektion von der neuen 
Projektionsachse, d. h. also die neue Höhe des Punktes, muß daher ebenso 
groß sein wie in der alten Vertikalebene (Fig. 119). 




Um eine Gerade auf dieselbe vertikale llilfsebene zu transformieren, 
transformiere man zwei ihrer Punkte. Man benutzt dabei zweckmäßig 
die beiden Spuren der Geraden (Fig. 120). Es sei ausdrücklich hervor- 
gehoben, daß die Transformation der alten Vertikalspur der Geraden in 
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der neuen Vertikalebene nicht Vertikalspur der Geraden ist; dieselbe 
muß vielmehr, falls sie verlaugt wird, erst konstruiert werden. 

um die neue Vertikalspur einer durch ihre Spuren gegebenen Ebene 
zu bestimmen, klappe man das darch die neue Vertikalebeue aus der 
gegebenen Ebene herausgeschnittene rechtwinklige Dreieck um seine 
horizontale Kathete um; dann ist seine Hypotenuse in umgeklappter 
Lage die transformierte Vertikalspur (Fig. 121). 





Ganz ähnlieh gestaltet sich die Transformation eines Punktes, einer 
Geraden und einer Ebene auf eine neue Horieonialebene, die also auf der 
alten Vertikalebene senkrecht steht. Die diesbezüglichen Konstruktionen 
ergeben sich ohne weiteres aus den Figuren 122 — -124, 



*rc<' 





40. Lösung einer Aufgabt! durch Transformation in eine be- 
sondere Lage, Häufig ist eine Aufgabe ganz besonders einfach zu 
lösen, wenn in ihr vorkommende Punkte, Geraden oder Ebenen eine 
ganz spesidle Lage zu den, Projeldionsehmm haben, während die Lösui^ 
derselben Aufgabe bei beliebiger Lage der Projektionsebenen Umstäjid- 
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liebkeiten oder Sehwieiigkeiten bereitet. Ist die Aufgabe so gegeben, 
daß die Projektionsebenen eine beliebige Lage Laben, so kann man da- 
her häufig die Losung dadwch vereinfaclien, daß man durch Trans- 
formation eine neue Projektion herstellt, in welcher sich dann Punkte, 
Geraden oder Ebenen in einer speziellen Lage befinden. Einige 
Beispiele mögen das Gesagte erläutern, und zwar wird bet den ersten 
beiden Beispielen nur einmal transformiert, während bei den letzten drei 
Aufgaben eine zweimalige Transformation erforderlich ist. 

1. Aufgabe: Es soU von einem FunJcte eine Senkrechte auf eine Ge- 
rade gefällt werden (Fig. 125). 

Lösung: Diese Aufgabe ist dann besonders einfach zu lösen, wenn 
die Gerade parallel zu einer Projektionsebene liegt; in diesem Falle kann 
man nämlicb das Lot direkt fällen. Sind daher der Punkt und die Ge- 
rade in beliebiger Lage zu den beiden Projektionsebenen gegeben, so 
wird man zunächst eine Transformation so vornebmen, daß die Gerade 
zu der neuen Projektionsebene die gewünschte parallele Lage bat. Man 
wähle also etwa eine neue Verti kaiebene parallel zu der gegebenen Ge- 
raden, d. h. man wähle die neue Projektionsacbse parallel zur Horizontalpro- 
jektion der Geraden. Um in der alten Vei-tikalebece die Projektion des Lotes 
zu erbalten, bat man nur den durch 
Transformation bestimmten Fuß- 
punkt des Lotes auf die alte Vertikal- 
projektion der Geraden hinauf zu loten. 





3. Aufgabe: Es soll der Hori^ontalneigungsivinkd eines Folygons be- 
stimmt werden (Fig. 126). 

Lösung: Der gesuchte Winkel ergibt sieb dann direkt, wenn die 
Ebene des Polygone senkrecht zur Vertikalebene steht, wenn also die 
Vertikalprojektion des Polygons sich als gerade Linie darstellt. Bei 
beliebiger Lage des Polygons zu den beiden Projektionsebenen wird man 
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daber das Polygon zuimclist so transformieren, daß die neue Vertikal- 
ebene senkrecht aaf der Ebene des Polygons steht. Um die neue Pro- 
jektionsachse zu bestimmen, konstruiere man zunächst in der Ebene des 
Polygons zweckmäßig durch eine seiner Ecken eine horizontale Ge- 
rade, senkrecht auf dieser muß die nene Vertikalebene stehen, d. b. die neue 
Projektionsachae muß senk- 
recht auf der Horizontalpro- 
jektion dieser Geraden stehen. 

5. Aufgabe: Man soll die 
MrzesteEntfemunff stceier wind- 
schiefer Geraden bestimmen 
(Fig. 127), 

Lösung: Die kürzeste Ent- 
fernung zweier windschiefer 
Geraden ist eine Verbindungs- 
sfcrecke derselben, die auf bei- 
den Geraden senkrecht steht. 
Man kann diese Senkrechte 
dann dtrelct ziehen, wenn eine 
von den beiden Geraden senk- 
recht auf einer Projektions- 
ebene steht, sich also als Punkt 
auf diese projiziert. Sind da- 
her die beiden Geraden in 
einer beliebigen Lage zu den 




'eben, so 
muß zunächst durch Transfor- 
mationen die beschriebene spe- 
zielle Lage hergestellt werden; 
das ist nuu durch eine einmalige 
Transformation nicht möglich; 

indessen gelingt es durch zweimaliges Transformieren. Man wähle als 
erste Transformationsebene eine Vertikal ebene, die parallel zu einer der 
beiden Geraden liegt. Die bei dieser Transformation benutzte Projektiong- 
achee muß daher parallel zu der Horizontalprojektion dieser Geraden 
verlaufen. Man stelle sich nunmehr diese erste Transformation als 
Horizontalprojektion und die ursprüngliche Horizontalp vojektion als Ver- 
tikalprojektion Tor, dann ist für diese beiden Projektioneebenen die eine 
der beiden Geraden parallel mit der Horizontalebene. Wählt man end- 
lich als zweite Transformationsebene eine vertikale Ebene, senkrecht zu 
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dieser Geraden — eine zweite Projektionsachse also senkrecht zu dieser 
Geraden — so wird in der nunmehr erhaltenen Projektion dieselbe Ge- 
rade als Punkt erscheinen, von dem aus die kürzeste Entfernung direkt 
senkrecht zur anderen zweimal transformierten Geraden gezogen werden 
kann. — Es empfiehlt sieh bei der Durchführung der Konstruktion, um 
sich vor Verwirrungen zu schützen, zunächst die eine der beiden Ge- 
raden zweimal zu transformieren und hierauf erst die Transformationen 
mit der anderen Geraden auszuführen. 





4. Aufgabe: Es soll ein Punkt X. honstruteri wefden, der von drei gegebenen 
Funkten A, B und C die geg^enm Abstände r^, r^, und r^ hai (Fig. 128). 
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ig: Aus der in § 25 mitgeteilten Lösung dieser Aufgabe geht 
hervor, daß es darauf ankommt, die Ebene der drei Punkte als Zeichen- 
ebene zu benutzen; dieses Ziel kann aber durch eine doppelte Trans- 
formation folgendermaßen erreicht werden. Man transformiere zunächst 
! neue Vertikalebene, daß die Ebene der drei Punkte ■ — das 
Dreieck ABC — senkrecht 
auf dieser steht. Die Trans- 
formation Sachs e steht dann 
senkrecht auf der Hori- 
zontalprojektion einer im 
Dreieck liegenden — 
zweckmäßig durch eine 
seiner Ecken gezogenen 
— horizontalen Geraden. 
Das Dreieck projiziert sich 
dann in der neuen Pro- 
jektionsebene als gerade 
Linie. Wählt man parallel 
zu dieser eine diitte Pro- 
jektionsachse und trans- 
■" formiert zum zweiten Male, 
so liegt nunmehr das Drei- 
eekparaUel der Projektions- 
ebene; alle Konstruktionen 
in diesen beiden parallelen 
Ebenen sind demnach iden- 
tisch. Die weitere Kon- 




struktion bietet nach dem in § 25 Gesagten keine Schwierigkeit mehr. 

5. Aufgabe: Es soU ein hongnntaler Balken mit einem vertikalen d-wrck 

eine unter einem Winkel von 45" geneigte Strebe verbunden werden; die 

drei Balken haben denselben quadratischen Querschnitt; die Strebe soll 
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in die beiden anderen Balken durch Zapfen eingelaseen werden. Dieses 
Gestell soll auf eine Vertikalebene projiziert werden, die mit den hori- 
zontalen Baiben einen Winkel von 45" bildet. — In welcher Weise zu 
transformieren ist, geht aus Fig. 129 ohne weiteres hervor. 

41. Der Seitenriß. Sehr häufig leistet eine Transformationsebene, 
die senkrecht auf beiden Projektionsebenen steht, gate Dienste. Eine Pro- 
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jektion auf eine solche 
Ebene heißt „Seitenriß", 
weü sie eine seitliche An- 
sicht der dargestellten Figur 
bildet. 

Wegen der häufigen 
Anwendung eines Seiten- 
risses möge in den Fig, 130 
bis 134 der Zusammenhang 
von Aufriß, Grundriß und 
Seitenriß eines Punktes, 
einer Geraden und einer 
durch ihre Spuien gegebe- 
nen Ebene veranschaulieht 
Fig- isst. fig. 131b werden. Dabei ist der 

Seitenriß einmal in die Horizontalebene und dann in die Vertikalebene 

umgeklappt. 
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Die Zweckmäßigkeit, bzw. Notwendigkeit der 
risses mögen die folgenden Beispiele erläutern. 

i2. Anwendungen eines Seitenrisses. 

1. Aufgabe: Die Fußfläche eines Schornsteines ist in der Horizontal- 
projektion eines geneigten ebenen Daches, das parallel zur Projektions- 
aehse liegt, gegeben. Es soll auch in der gegebenen Vertikalprojektion 
des Daches die Fußfläohe des Schornsteines ermittelt werden. Aus 
Fig. 135 geht die Konstruktion durch Anwendung eines Seitenrisses un- 
mittelbar hervor. 

2. Aufgabe: Von mi:ei Quadern, deren Kantenlängen gegeben sind, 
liegt der eine mit einer Fläche in der 
Horizontakbene, der andere steht mit einer 
Kante AB ebenda vm,d stütst sich mit 

Flädie auf die Kante MN des 




ersten Quaders. Es sollen die FrojeMionen des zweiten Quaders enniitelt 
werden (Fig. 136> 

Zur Löstmg dieser Aufgabe hätte eine eigentliche Seitenrißebene 
keinen Zweck. Dagegen bietet die Konstruktion keine Schwierigkeiten, 
wenn man eine Projektionsebene zu Hilfe nimmt, die senkrecht auf den 
Kanten M2f und AB steht. Da die beiden Quader sich io dieser Ebene 
gewissermaßen von der Seite gesehen projizieren, so spricht man auch 
hier ¥0n einem „Seitenriß" der beiden Körper. 
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43. Umgehung von Schwierigkeiten, wenn Konstrnktions- 
punhte über das Zeichenblatt hinausfallen. Fallen wichtige Eon- 
struktioiispunkte über das Zeicheiiblatt hinaus, so kann man dieser 
Schwierigkeit häufig durch eine Trans- 
formation aus dem Wege gehen; meistens 
genügt eine neue Projektionsebene par- 
allel einer alten. Die folgende Aufgabe 
möge das Verfahren erläutern. 

Es soll die Schnitüinie zweier dweh 
ihie Spuren gegebenen Ebenen bestimmt 
ict)äen, wenn de)- Schnittpunkt der beiden 
Vertu alspii) eil nher die Grenze des Zeichen- 
blatte^ füllt i Fig 137). 

Losumi Hier führt eine neue Ver- 
tikalebene parallel der alten zum Ziel, 
alten liegen, daß die neuen Vertika!- 
spuren der gegebenen Ebenen sich auf dem Zeichenblatt schneiden, so 
daß die Vertikalprojektion der Schnittlinie in ihr gezeichnet werden kann. 
Zu ihr muß aber die gesuchte Vertikalprojektion in der ursprünglichen 
Vertikalebene parallel sein. 




weit 



der 




Besondere Lagen tou Punkten, Geraden oder Ebenen be- 
dingen eine Transformation. Die folgenden 
drei Aufgaben mögen zeigen, wie man durch 
Transformation Konstruktionssehwierigkeiten aus 
dem Wege gehen kann, die durch spezielle Lagen 
von Punkten, Geraden und Ebenen entstehen; es 

.^ '-. genügt hier fast immer ein Seitenriß. 

'-, '\ 1. Aufgebe: Es sollen die Spuren einer Ge- 

raden bestimmt werden, deren Projektionen senk- 
recht zur Achse liegen (Fig. 138). 

Lösung: Die Lage der Geraden ist natürlich 
erst dann eindeutig bestimmt, wenn beide Pro- 
jektionen von mindestens zweien ihrer Punkte ge- 
geben sind. Durch Herstellung eines Seitenrisses 
dieser beiden Punkte werden die gesuchten Spur- 
punkte zunächst im Seitenriß bestimmt und hierauf 
von diesem in die Horizontalebene und die Ver- 
tikalebene übertragen. 

3. Aufgabe: Es soll die Schnittlinie zweier 
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durch ihre Spuren gegebenen Menen hestimmt tceräen, die beide parallel 
nur Achse liegen (Fig. 139). 

Lösung: Auch hier benutzt man zweckmäßig einen Seitenriß. Man 
bestimmt in ihm die Spuren der beiden Ebenen, ihr Schnittpunkt ist 
der Seitenriß der gesuchten SchnittUnie. 

3. Aufgabe: Es soll die Schnittli 
von denen die eine durch die Aclise 
geht, also durch die Lage eines 
ihrer Punkte eindeutig bestimmt 
sein muß (Fig. 140). 




tUnie zweier Ebenen hestimmt iverden, 
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Lösung: Wiederuni zeichne man im Seitenriß die Spuren der beiden 
Ebenen, übertrage ihren Schnittpunkt auf die Schnittlinie des Seiten- 
risses mit der Vertikal- und Horizontalebene und verbinde die so er- 
haltenen Punkte mit dem Schnittpunkt der Projektionsachse und der 
nicht durch sie hindurchgehenden gegebenen Ebene. 



V. KapiteL 

Diskussion von Polyedern. 

45. Diskussion Ton Polyedern. Bei der Projektion von Polyedern 
kommen im allgemeinen zwei Aufgaben in Betracht. 

1. Es ist von dem Polyeder die erforderliehe Anzahl von Bestimmungs- 
stiicken gegeben, die Projektionen des Polyeders sind gesucht. 

2. Die Projektionen eines Polyeders liegen gezeichnet vor, es soUen 
seine metrischen Beziehungen, also die wahren Längen seiner Kanten, 

Hauck: Barsfellande Geometrie. I. ft 
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die wahre Gestalt seiner Seitenflächen, die Kaoten- und Flächeu- 
winkel bestimmt werden. 

Meistens jedoch kommen beide Aufgaben zusammen vor etwa, m 
der Form: von einem Tolyeder ist die nötige ÄneaMion ßestimniimg^stitil^en 
gegeben, es sollen die übrigen Stücke gesMht werden odet PS so?? dn Ao)per 
„diskuti^' werden. 

Die Lösung dieser Aufgabe vereinfacht sich nitilrhch außeioident 
liob durch eine zweckmäßige Wahl der Projeltionspheneu Dabei sind 
a. B. Symmetrie Verhältnisse des Körpers zu berücksichtigen, auch ist es 
meist vorteilhaft, den Körper mit einer Fläche in die Horizontalebene 
zu legen, Gdvohnlich konzentriert sidi die Lbmng da Aufgabe auf die 
Herstellung der SoriztmtalprojeMion, vrährend die Veitikalprojektion durch 
Hinaufloten der einzelnen Punkte und Bestimmung ihrei Hohen mittels 
Neigungsdreiecke bestimmt wird. 

Im allgemeinen lassen sich zur Herstellung der Horiiontalj rojek 
tion keine bestimmten Regeln angeben, das Verfahren biigt „aiz von 
der jeweiligen Natur des vorgelegten Körpers ab. Die m der Technik 



vorkommenden Körper sind jedoch 




.■^r^£ 



•'- S;-, 



; insofern besondere eu fach als 
sie eine Grundfläche besitzen 
au deren Kanten sich je eine 
Fläche ansetzt so daß an den 
Ecken nur Dreikante gebildet 
werden. Das ist 7 B h<'i Prib 
meu, Pyramiden, Pyramiden 
rümpfen, Obelisken, Dachkör- 
pern,Erdkörpem,Mauerkörpern 
und dgl. der Fall. In den fol- 
genden Paragraphen sind an 
einigen Beispielen die am hiiu- 
figsten vorkommenden Kon- 
struk tion smetho den angegeben. 
46. Aufgabe: Eine regu- 
läre sechsseitige Pyramide, deren 
Seitenflächen gegd>&i sind, liegt 
mit einer derselben ASS in der 
Horisontalebene. Essind die Pro- 
jektionen der Pyramide und die 
Flächenwinkel— ttOM den Grund- 
Icanten, ß an den Sdienkanien 
— gv, ermittdn (Fig. 141). 
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Lösimg: 
zeichne 
Bestimmung 
d er Hör iz ontalpr o j ek- 
tion der Grundfläche 
diese zunächst in wahrer 
Gestalt an die Grundseite d 
gegebenen Seiten drei ecka, mit 
welchem die Pyramide in der Hori- 
zontalebene liegt, und an einen Schen- 
kel desselben eine zweite Seitenfläche in 
'ahrer Gestalt. Durch Hochklappen der 
j/// letzteren imd der Grundfläche ist eine dritte 
Ecke der Projektion der Grundfläche bestimmt. Die 
drei können ohne weiteres mit Rücksicht 
auf die Symmetrie eingezeichnet werden. Zur Bestimmung 
der Winkel benutze man umgeklappte Neigungsdreiecke. 
47. Aufgabe: Von einem allgemeinen Hexaeder 
seien die Grimdfläclie und zwei Seitenflächen in wahrer 
Größe gegeben, dasselbe soll dishutiert werden {Fig. 142). 
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Lösung: Man klappe zuniichst die gegebenen beiden Seitenflächen 
nacli oben und bestimme dadurch drei Eckpunkte der viereckigen Dacb- 
fläehe. Zur Ermittlung ihres vierten Eckpunktes ist es zweckmäßig, 
ihre Harizoo talspur zu konstruieren und die fehlenden beiden Dach- 
kanten dadurch zu bestimmen, daß man sie nach den Schnittpunkten der 
zugehörigen beiden Grundkanten mit der Dachflächenspur zieht. Die 
wahre Gestalt der nunmehr gefundenen Seitenfiäeben ermittelt man durch 
Umklappnng, während die wahre Gestalt der Dachfläche durch Zerlegung 
derselben in zwei Dreiecke bestimmt wird. 

Die Flächenwinkel der vier Seitenflächen können leicht durch Um- 
klappen eines Neigungs drei eck s mit der Spitze in einer Dachecke be- 
stimmt werden; auch die Bestimmung der FlUchenwinkel zweier Seiten- 
flächen bietet keine Schwierigkeit und ist bei der Dreikantaufgabe in 
§ 31 bereits mitgeteilt. Zur Bestimmung endlich der Mächen winkel der 
vier Seitenflächen mit der Dachfläche kann man entweder gleichfalls die 
Dreikantkonstruktion benutzen, da die Spur der Dachfläche sowieso 
schon gezeichnet wurde, oder aber man legt einen ebenen Schnitt durch 
die betreffende Dachkante senkrecht zu dieser und bestimmt die wahre 
Gestalt des Dreiecks, das durch die Schnittlinien der Hilfsebene mit der 
Dachfläche und der betreffenden Seitenfläche bestimmt ist. 



48. Aufgabe: Vtm einem schitfett fünfseitigen Prisma sind die G^rnnd- 
flache ÄBCDE und die mcei Seitenfläche j4B5®i und BC®^^ ge- 
geben; es sind die übrigen Seitenflächen und sämtliche FlächenwinJcel gesucht 
(Fig. 143). 

Lijsung: Durch Hochklappen der beiden gegebenen Seitenflächen 
um ihre Horizontal spuren können ohne weiteres von der Deckfläche die 
beiden Kanten gf und gh ermittelt werden; damit ist aber die ganze 
Deckfläche bestimmt, da sie kongruent der Grundfläche iet. Die wahren 
Gestalten der noch fehlenden drei Seitenflächen werden durch Umklap- 
pung ermittelt. Um die Pia eben winkel, die von den fünf Seitenflächen 
gebildet werden, zu bestimmen, fertigt man am besten einen Schnitt des 
Prismas senkrecht zu seinen Seitenkanten an; das geschieht dadurch, daß 
man eine Vertikalprojektion parallel zu den Seitenkanten des Prismas 
herstellt, so daß die Vertikalspur einer zu den Prismenkanten senk- 
rechten Ebene senkrecht auf den Vertikalprojektionen derselben steht, 
und diese Schnittebene um ihre Horizontalspur umklappt. Zur Ermitte- 
lung der Flächenwinkel, die die Seitenflächen mit der Grundfläche bilden, 
benutze man Neigungsdreiecke. 
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19. Aufgabe; Eine schräge FlügelmoMer habe eine vertikale Hinter- 
wand und innere Seitenfläche, während die äußere Seitenfläche, die Vorder- 
und die Deckfläche geböscht aind. Es seien die Höbe der Firstkante 
gleich /(, die Höhe der Bruchkante gleich Ä', die Länge der Firstkante 
und Bruchkante gleich k, der Winkel der inneren Seitenfläche mit der 
Hinterwand a (— 75") das Böschungaverhältuis der Deckfläehe = '/j, daa 
Bös clrnngs Verhältnis der äußeren Seitenfläche = */i ™^^ ^^^ BöschungB- 
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Terhältnia der Vorderfläche =- Yj gegeben; es soll die Fliigelmauer 
konstruiert werden (Fig. 144). 

Lösung: Man stelle zunächst einen Seitenriß der schrägen Fliigel- 
mauer her, in dem auch die Horizontalspur der Deckfläche enthalten ist, 
und übertrage die dadurch gewonnenen Höhen- und Grün drißp unkte in 
die Horizontal- und Vertikalebene. Da die Längen der First- und Bruch- 
bante gegeben sind und diese parallel der Vertikalebene liegen, da ferner 
der Winkel gegeben ist, den die hintere Seitenfläche mit der Hinter- 




wand bildet, ist somit alles bestimmt bis auf die äußere Seitenfläche. 
Die Grundkante dieser aber Jst Tangente an den Grundkreis eines verti- 
kalen Kreiskegöla, dessen Spitze sich in der Unken Firstecke befindet, 
und dessen Achse sich zu seinem Grundkreisradius wie 4 : l verhält. 
— Die wahren Gestalten der drei Seitenflächen erhält man durch Um- 
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klappung um ihre Grundkanten, während die Deekfläche nm ihre achon 
benutzte Horizontalspiir umgeklappt wird. 



50. DachaTismittelungen. Der Architekt hat nicht selten die Auf- 
gabe zu lösen, ein Dach zu konstruieren, dessen Grundriß gegeben ist, 
mit der Bedingung, daß dureh jede Kante desselben eine Dachfläche unter 
bestimmtem Neigungswinkel gelegt werden soU. 

Der einfachste Fall ist der, daß aüe Dachneigungen einander gleich, 
etwa gleich 60", sind. In diesem Falle liegen an jeder Grundrißecke 
gleichschenklige Dreikante, die sieh so projizieren, daß die Grate und 
Kehlen des Dadies sich je als Winkdhcähierungslinie des äugekörigen Grund- 
rißwinkeh darstellen. Sind die Grundkanten parallel, so ist die zugehörige 
Firstkante mit ihnen gleichfalls parallel und verläuft in der Mitte zwi- 
schen den Grundkanten. 

Um die Flächen richtig mi- 
sammenzufinden, beginne man an 
irgend einer Ecke des Grundrisses 
mit dem Einzeichnen zweier 
nachbarterWinkelhalbierungslinien 
und beachte, daß, da drei Ebenen 
sich in einem Punkte schneiden, 
sich immer drei von den Winkel- 
halb ieruugslinien in einem Punkte 
schneiden müssen. Seien also a, i 
und c drei Grundriß kanten, und 
ist der Schnittpunkt der Winkel- 
halb jernngslinien der Winkel (ab) 
und (pc) gefunden, so muß von die- 
sem Schnittpunkt als dritte Dach- 

kanie die Halbierungshnie des Winkels (ac) ausgehen, dessen Scheitel- 
punkt jedoch erst dureh Verlängern von a, bzw. e, oder auch beider 
ermittelt werden muß (Fig. 145). 




Aus der mitgeteilten Konstruktion geht hervor, daß ( 
Morizontalprojektion in diesem Falle unahhimgig von dem jeweiligen Nei- 
gungswinhel der Dachflächen ist; dieser kommt erst bei der Ermittelung 
der Vertilcalprojektion des Daches mittels Neigungsdreieclce in. Betracht, mit 
deren Hilfe auch die wahren Größen der Dachflächen durch ümklappung 
ermittelt werden. 

In Fig. 140 und 147 sind etwas kompliziertere Aufgaben ausgeführt. 
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Häufig werden bei Daclikoiistruktionen verschiedine j 
angewendet, namentlich um gleiche Höhen der Firste zu erzielen. Es 
seien OB und OC etwa zwei aneinanderstoßende Grrundkanten, und es 
soll durch OH unter dem Neigungswinkel ß und durch OC unter dem 




Neigungswinkel y eine Dachfläche gelegt werden (Pig. 148—149). Die 
Projektion der Schnittkante derselben muß dann durch einen Punkt a 
gehen, der durch seine Abstände von OB und OG bestimmt ist; diese 
Abstände aB und aC können aus einem Dreieck ermittelt werden, dessen 
Grund iinienwinkel ß und y sind, und dessen Höhe den Punkt a be- 
stimmt. — 
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Das Zusammenfügen der einzelnen Dachkanten und Flächen ge- 
schieht sonst ganz wie in dem Falle, wo alle Neigungswinkel gleich sind. 




VI. Kapiteh 

Ebene Schnitte und DurcMringnngen von Polyedern. 

51. Ebene Schnitte von Polyedern. Soll die Schnittfigur eines 
Körpers mit einer Ebene, die durch Polygonprojektionen oder ihre Spuren 
gegeben sein kann, bestimmt werdeUj so kann diese Aufgabe durch 
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wiederholte Anwendung der Konstruktion des Schnittpunl:tes einer Ebene 
und einer Geraden dadurch gelöst werden, daß man die einzelnen Kanten 
des Körpers mit der gegebenen Ebene zum Schnitt hringt und die so 
ermittelten Schnittpunkte miteinander Yerbindet. 

Häufig kann jedoch die Sehnittfigur durch besondere Überlegungen 
auf einfachere Weise bestimmt werden. Steht z. B. die durch ihre 
Sparen gegebene Schnitt^ene senkrecfit auf der Vertikalebene, so sind die 
Schnittpunkte der Vertikalppur mit den Körperkanten gleichzeitig die 




Eckpunkte der Schnittfigur, die dann nur noch auf die zugehörigen 
Kanten der Horizontalprojektion herunterzuloten sind (Fig. 150), Steht 
die durch ihre Spuren gegebene Ebene nickt senkrecM auf einer der Pro- 
jektionsebenen, so führt eine Transformation zum Ziele. Soll z. B, eine 
Pyramide durch eine beliebige Ebene geschnitten werden, so stellt man 
zunächst eine neue Vertikalprojektion senkrecht zur Horizontalspur der 
gegebenen Ebene her; die Spur derselben in der Transformationsebene 
wird mittels eines Neigungsdreiecks bestimmt (Fig. 161). 

Die wahre Größe der Schnittfigur wird stets durch Umklappen ge- 
funden (Fig. 150 u. 143). 
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Eine Vereinfachung kann häufig auch dadurch erreicht werden, daß 
man heriicksiehtigt, daß sich eine Grundkante des Körpers und eine Schnitt' 
linie, die in einer durch die Gru/ndTiante hindurchgehenden Körperfläche 
liegt, auf der Horieordalspur der sdmetdenden Ebene schneiden müssen 
(Fig. 150 u. 151 J. 




52. Erdkörper. Eine häutige und wichtige Anwendung find«n die 
besprochenen Methoden bei Erdarbeiten. Dabei handelt es sich im weaent- 
liehen um folgende beiden Grundaufgaben: erstens, es soll in einem ebenen 
geneigten Gelände ein Damm aufgeschüttet werden und zweitens, es soU 
ebendort ein Graben ausgehoben werden. 
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Zur Ermittehing eines Dammes in geneigtem Gelä/nde denke man sich 
auf einer Horizontalebene aufstehend und bestimme die Pro- 
jektion des Dammes auf dieser. Sind die Böschungswinkel vorgeschrieben, 
80 ateUt man wieder Kegel auf, deren Spitzen in den Kronenecken des 




Dammes liegen, und die die Böschungswinkel als Basiswinkel haben; die 
Tangenten an die Grundkreise sind dann die Grundkanten des Dammes. 
Erst dann schneidet man den Damm durch die Geländeebene, wobei man 
Ton vornherein die Vertikalebene zweckmäßig senkrecht auf der Ge- 
ländeebene annimmt. In Fig. 152 ist z. B. ein Damm mit Rampe 
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auf geneigtem Gelände zu ermitteln. Gegeben sind die Horizoiitalepur 
und das Neigungs Verhältnis (1 : 6) des Geländes, die Horizontalprojektion 
und die Höhe h der Dammkrone, die Breite h und das Steigungsver- 




liältnis (1:6) der Bampe, sowie das Boschungsverhältnis {2 ; 3) der Damm - 
flächen. ' 

Handelt es sich darum, in einem geneigten Gelände einen Graben 
auszuheben mit horizontaler Sohle, so verfährt man genau so. Man 
denkt sich zunächst die Grabenwände durch die Geländeebene dnrchge- 
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stoßen bis auf die Horizontalebene und bestimmt zunächst die Horizoii- 
talprojektion des Gfrabens wieder mit Zuhilfenahme TOn Kegeln; natür- 
lich sind hei dem Graben nicht dieselben Tangenten wie bei dem Damm 




zu benutzen. Erat dann schneide man den Graben durch die Gelände- 
ebene. 

Bei der Aufgabe Fig. 153 ist die Horizontalspur und die Neigung 
(1:5) des Geländes gegeben, ferner der rechteckige horizontale Graheör 
boden und seine Höhe, und endlich die Neigung der Grabenböschungen 
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(2 : 3). Die Aufgabe Fig. 154 unterscheidet sich voa der eben be- 
sprochenen nur dadurch, daß die Grabensohle eine etwas kompliziertere 
Gestalt hat. 

Sehr häufig kommen beide Aufgaben — Aufschütten eines Dammes 
und Ausheben eines Grabens — gleichseitig vor. Durch Zerlegen des ge- 




suchten Erdkörpers in Damm und Graben, die nacheinander behandelt 
werden, sind diese Aufgaben auf die schon besprochenen zurückzuführen. 
Bei der Aufgabe Fig. 155 soll z. B. in einem geneigten Gelände ein 
Weg teils mit Einschnitt, teils mit AufHchütfcung augelegt werden. Ge- 
geben sind die Horizontalspnr und die Neigung (1:3) des Geländes, 
die Steigung des Weges {1 : 12), der Punkt A der rechten Wegkante 
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nebat der Richtung der Ilorizontalprojektioii der letztei'en, die Wegbreite 
und das Bös ehungs Verhältnis im Einschnitt und Auftrag (2 : 3). Bei 
dieser Aufgabe können zur Bestimmung der Grundkanten der Bßsehungs- 
flächen dieselben Kegel für Einschnitt und Auftrag benutzt werden. — 
Es empfiehlt sich, an einzelnen Stellen Querprofile zu ermitteln, deren 
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■wahre Große durch Umklappung bestimmt wird. Sonst bietet diese 
Aufgabe nach dem früheren keine Schwierigkeit, ebensowenig wie die in 
i'ig. 156 behandelte Aufgabe, bei der in einem geneigten Gelände ein 
Tennisplatz mit Auftrag und Einschnitt angelegt werden soll. Gegeben 
ist die Ilorizontalspur und das NeigungSTerhältnis (1 : 5) des Geländes, 
die H oriaontalprojektion und die Höhe des Tennisplatzes, sowie die Bö- 
schungsverhältnisse (2 : 3), 
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53. Benutzung des Schnittpunktes dreier Ebenen. Es wurde 
bei den Torigen Aufgaben bereits mehrfach, teils zur Kontrolle, teils 
zur Konstruktion selbst, der Satz benutzt, daß die drei gern einsamen 
Schnittlinien dreier Ebenen durch einen Punkt hindurchgehen. Die An- 
wendung dieses Satzes als Kunstgriff führte bei vielen Aufgaben über 
ebene Schnitte häufig sehr rasch zum Ziele, bzw. crleieh- (;,, 
terte die Konstruktion, namentlich wenn sogenannte lange 
Schnitte auftreten, wie das in Figur 151 der Fall war. 
Immer, wenn Jlächen, die an die Gfrundflache anstoßen, ge- 
schnitten worden, sehneiden sich die Grundkanten und Schnitt- 
linien auf der Spur der Sohnittebene. 

Die Benutzung des Schnittpunktes dreier Ebenen ist aber nicht nur 
in der Horizontalebene möglich, sondern kann ganz allgemein verwendet 
werden. Zwei SeÜ&i des ScMittpolygons schneiden sidi- immer auf der 
ScJmiitUnie der ieiden Flächen, in denen sie liegen (Fig. 157). Durch An- 
wendung dieses Satzes wird eine der beiden Projektionen bei der Kon- 
struktion sogar ganz überflüssig. — Häufig ist die Schnittlinie der be- 





treffenden beiden Flächen bereits vorhanden, wie in der Aufgabe 
Figur 1Ö8, bei welcher ein Spat durch eine Ebene geschnitten werden 
soü, die durch drei gegebene Punkte seiner Kanten hindurchgeht. Sind 
die Schnittlinien nicht vorhanden, so sind sie häufig leicht konstruierbar. 
In Figur 159 z. B. ist eine Pyramide eben geschnitten worden durch 
drei gegebene Punkte auf ihren Kanten. — Beachtenswert ist der Spezial- 
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fall des genannten Satzes: Die Schnittliniea einer Ebene i 
Flächen sind parallel (Fig. 158). 



54. Diirchdriiigiingen zweier Polyeder. Wenn zwei Körper sich 
gleichzeitig an derselben Stelle des Raumes befinden, so durchdringen 
sie sich gegenseitig; dabei sind ^wei Fälle möglich: entweder beide 
Köi-per scheiden sich gegenseitig ein seitliches Stock heraus, indem sie 




sich gabelförmig umfassen; in diesem Falle sehneiden sich die Ober- 
flächen beider Korper in einem geschlossenen polygonalen Zuge, der „D-urcJi- 
dringungsfigur" ; oder ein Körper dringt ia den andern ganz ein, ver- 
schwindet in diesem und tritt an einer anderen Stelle wieder heraus; 
. Falle besteht die Durchdringungsfigur aus zwei polygonalen ge- 
i Zügen. 

In der Praxis tritt die Aufgabe, eine Durchdringung zu konstruieren, 
L verschiedener Gestalt auf. Bald interessiert nur das beiden Körpern 
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Stück (Fig. 161), bald der Gesamtkörper {Fig. 160), bald 
die Eestkorpei ("Fig. 162 und 163), die nach Wegoehmen des von dem 
andern Korpei herausgeschnittenen Stückes übrig bleiben. In allen Fällen 
himmt es diu auf an, die Dmdiäringwngsßgur 
m (rmiüeln Die Seiten dieses windschiefen 
Polygons werden gebildet von den Schnitt- 
linien, in denen sich die Flächen der Körper 
schneiden Die Fuken der Durchdrmgunf^a 
hgur weiden von den Suhnittp unkten ^elil 
det n denen die tauten eine? Korpeia m 
die Flachen des indem einstoßen Die Dun h 
dnngungsfigui kann einmal durch Krnstruk 
tion ihrei Seiten dann aber auch durch Et 
mitklung ther Eckpunkte bestimmt werden 
im allgemeinen ist das letztere weitaus eni 
fachei Die Konstruktion dei Dm hdiingm gs 
hc^r setzt steh dann zusammen ans Linei Peil e 
von Etmell.onstrul,tionLn,-\o}i denen jede dann 
besteht daß man eine Kante des einen Kot 

pen, mit einer Flaute des andern sum SdnM hingt. Diese Fundamental- 
konstmktion ist al et beicita m § 7 Pig 21 abgehandelt worden. 

Nituilith biai (ht mm ni ht jele Kmte von jedem der beiden 
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Körper daraufhin zu imtersuchen, ob sie einen Schnittpunkt mit einer 
Pläelie des andern Körpers besitzt; häufig sieht man oliue weiteres, daß 
eine Kante eine Fläche nicht schneiden kann, z. B. dann, wenn beide 
Projektionen der Kante ganz außerhalb der Projektionen der Fläche 
liegen. 

Man beaclite auch, daß, wenn nur eine Projektion einer Kante die 
Projektion einer Fläche so schneidet, daß beide Endpunkte der Kante 
außerhalb der Fläche liegen, 
auf dieser Kante entweder gar 
kein Sebnittpunkt, oder zwei 
und mir zwei liegen können. 
Selbstverständlich ist ein 
Schnittpunkt einer Kante mit 
einer Fläche nur dann eine 
Ecke der Durchdringunggfigur, 
wenn derselbe auf der Kante 
selbst — nicht auf ihrer Ver- 
längerung — und innerhalb 
der Fläche liegt. 

Hat man auf diese Weise 
alle Ecken der Durchdringungs- 
figm bestimmt, so sind dieselben 
durch einen polygonalen Zuff 
zu verhindert. Dies geschieht 
folgendermaßen. Man geht 
von einem beliebigen Punkte 
aus und sucht einen zweiten 
Punkt, der sowohl in der näm- 
lichen Fläche des einen, als in 
der nämlichen Fläche des 
andern Körpers liegt, verbindet diese beiden Punkte und geht in derselben 
Weise weiter. Gelangt man schließlich zum Anfangspunkt zurück, und 
sind alle Punkte durch einen fortlaufenden Linien zug verbunden, so be- 
steht die Durchdringungsfigur aus einem einzigen polygonalen Zuge. Sind 
dj^egen noch einige Punkte übrig geblieben, so zerfällt die Dnrch- 
dringungsfigur in zwei Polygone. Schließlich sind noch diejenigen Teile 
der Durehdringungsfigur festzustellen, die von einem der Körper ver- 
deckt werden, also unsichtbar sind. Eine Linie der Schnitißgur ist nur 
dann sichtbar, wenn sie sowohl in einer sicktharen Fläche des einen als 
auch in einer sichiba/ren Fläche des andern Körpers liegt. 
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Zum Schlüsse kann man als Gettauigkeit^obe 
wieder den Satz anwenden, daß die drei Schnitte 
linien dreier Flächen durch einen Punkt gehen 
müssen, und zwar immer dann, wenn in einer 
Fläche zwei Seiten der Durch dringungafigur liegen, 
die nicht direkt aneinander stoßen. 

55. Durchdringungen von Pyramiden und 
Prismen. Im vorigen Paragraphen wurde der 
allgemeinste Fall einer Durchdringung behandelt. 
Die Konstruktion läßt dann eine wesentliche Vereinfachung zu, wenn es 
»ich um Pijramiden oder Prismen handelt, die mit einer Grundfläche in 
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i&t HoHzotiialehene liegen. Es ist das zwar ein spezioUer Fall, indßssen 
kommt er in der Praxis sehr häufig vor. In diesem Falle sehneidet 
man die beiden Körper durch eine Reihe von Hilfsebenen, deren Schnitt- 
linien mit den Körpern möglichst einfach sind. Das sind bei zwei 
Prismen Ebenen, die parallel den beiden Seitenkanten sind, bei einem 




Prisma und einer Pyramide Ebenen, die parallel der Seitenkante des 
Prismas sind und durch die Spitze der Pyramide gehen, und endlich bei 
zwei Pyramiden Ebenen, die durch beide Spitzen hindurchgehen. 

Durch die Horizontalspuren aller dieser Ebenen werden auf den in 
der Horizontalebene liegenden Grundflächen diejenigen Punkte bestimmt, 
von denen die Schnittlinien der Hilfsehenen mit den Körpern — entweder 
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parallel mit den Prismenkauten oder dureli die Spitzen der Pyramiden 
hindurch — ausgehen (t'ig. 164). Die Schnittpunkte der Schnittlinien, die 
je von derselben Hilfeebene auf beiden Körpern erzeugt werden, sind Punkte 
der Durehdriogungsfigur. Natürlich wird man nur die Hilfsebenen legen, 
welche die Ecken der Durchdringungsfigur liefern; das sind diejenigen 




Ebenen, die je durch eine Kante eines der beiden Körper hindurch^ 
deren Horizontalspuren also je durch eine Ecke der in der Horizontal ebene 
liegenden Grundflächen hindurchgehen. 

Die Horizontalspuren der Hilfsebeneu sind unter sich parallel, wenn 
es sich um swei Frismen handelt (Fig. 165); die Richtung der Spuren 
wird zweckmäßig in einer Nebenfigur dadurch ermittelt, daß man zwei 
sich schneidende Geraden zeichnet, vou denen die eine parallel den 
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Kanten des einen Prismas, die 
itadere parallel denen des amlem 
ist. Die Verbindungslinie der Ho- 
rizontalspuren dieser Geraden gibt 
die Ricbtaiig der Horizont alwpu- 
ren der Hilfsebenen an. 

Handelt es Bieh um ein 
Frisma und eine Pyramide (Fig- 
106), so legt man durch die Spitze 
der letzteren eine Gerade parallel 
den Prismentanten; durch die 
Horizontal spur derselben müssen 
die Horizontalspuren aller Hilfs- 
ebenen gehen. 

Bei zwei Pyramiden endlich 
(Fig. 167) legt man durch die 
beiden Spitzen derselben eine 
Gerade, durch deren Spurpunkt 
die Spuren der Hilfsebenen gehen 
Müssen. 
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Hat man alle Eckpvmkte der Duvchdringuagsfigar ermittelt, so ge- 
schieht das Verbinden derselben ganz wie im allgemeinen Falle. Dabei 
ist eine Entscheidung darüber, ob das Schnittpolygon in zivei Züge ser- 




füllt, oder ob es ans einem geschlossenen Zuge besteht, Ton Anfang an leicht 
möglich, indem man an die beiden Grundflächen je die beiden sie tan- 
gierenden Hilfsebenen legt. Liegen diese Grenzlinien des einen Kör- 
pers beide zwischen den Grenzlinien des andern, so zerfällt das Schnitt- 
polygon in zwei geschlossene Zi'ige (Fig. 166 u. 167), liegt nur eine 



y Google 



I. Die Grund- und Aufrißmethode. 





\ >-^ 


n\7{ 


^ 


^ 




^\ \ 



GrenKÜiiie des einen Körpers zwischen den Grenzlinien des andern, so 
besteht ea ans einem geschlossenen Zuge (Fig. 165), und wenn endlich 
beide Grenzlinien des einen Körpers außerhalb denen des andern liegen, 
so schneiden sich die Körper überhaupt nicht. 

Es sei noch bemerkt, daß, wenn die beiden Gnmdflächeti sich selbst 



y Google 



DnrcbdriuguDgeu. 




schfuJeii, damit ein Teil lei Piken dpi Diinlidiiui^uii^^li^ur unmittel- 
bar gegeben i&t 

Es wurde schon bei ebenen Schnitten darauf hingewiesen, daß die 
l^cfimUhnten und G)'wndkanten sich auf der Spur der SchniUebem schneiden 
niHSseii TJnfcei Anwendung dieser Beziehung läßt sieh das ganse Vurdt- 
dringunqspolygon aitclt direkt ermitteln, wena nur eine Ecke desselben 
bekannt ist (Fig. 168). 

Besüiiders einfach ist die Ermittelung des Schnittes eines auf der 
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Horizontalehme senkrecM stehenden Prismas und eines andern Korpers, 
z. B. einer Pyramide {Fig- 169), waa in der Praxis häufig vorkommt. 
In diesem Falle hat man die Ecken, die auf den Pjramidenkanten liegen, 
unmittelbar in der Ilorizontalprojektion und kann diese sofort durch 
Hinaufloten in der Vertikalprojektion bestimmen, während man die 
Ecken, die auf den Prismenkantcn liegen, in der Vertikalprojektion da- 
durch erhält, daß man die Schnittlinie einer Prismenfläche mit einer 
Pyramidenfläche, die in der Horizontalprojektion unmittelbar vorhanden 
ist, in die Vertikalebene Mnauflotet. 
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In den Figuren 170—173 sind die mitgeteilten Methoden zur Kon- 
struktion von Durchdringungen auf Beispiele aus dem Gebiete der Ärchi- 
teMur angewandt. 



II. Teil. 

Die axonometrisclie Methode. 

VII. Kapitel. 

Orthogonale Projektion. 

56. Die Projektion eines Körpers in beliebiger Lage zur Pro- 
jektionsebene. Wir hatten bei der Disknssion eines Polyeders aus Be- 
quemlichkeit s rück sichten dasselbe stets mit einer Fläche in die Horizontal- 
ebene gelegt. Wir wollen uns jetzt aus einer solchen speziellen Pro- 
jektion eine andere herstellen, bei welcher sich das Polyeder 




Lage sur Projektionsebene befindet. Das kann entweder durch Drehung 
des Polyeders oder durch Transformcdion geschehen. 

Um etwa eine reguläre quadratische Pyramide, die mit ihrer Grund- 
fläche so in der Horizon talebene liegt, daß eine Seite des Quadrates 
parallel der Projektions aehse ist, in eine beliebige Stellung überzuführen, 
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wollen wir dieselbe zuuächBt um eine Gerade ärehen, die senkreelit auf 
der Horizontal ebene steht (Fig. 174 ohne den Pfeil). Dabei bleibt die 
Gestalt der Horizoutalprojektion erhalten, nur ihre Lage ändert sieh. 
Auch die Höhen bleiben dieselben, köanen also über dem gedrehten 
Grundriß direkt vom ersten Anfriß übertragen werden. Alsdann drehen 
wir den Körper noch um eine Achse senkrecht zur Vertikalebene. Hierbei 
ändert die eben erhaltene Vertikalprojektion zwar ihre Lage, aber nicht 
ihre Gestalt, und es bleiben die bei der ersten Drehung erhaltenen Or- 
dinaten unverUndert. Trägt man diese unter die zuletzt erhaltene Ver- 
tikalprojektion auf, so erhält man in der Horizontal ebene eine neue, 
ganz beliebige Projektion der Pyramide. 



67. Projektion eines Körpers in Itestimniler Richtung'. Wir 

wollen nun die Projektifms-nchtimg der eben erhaltenen Projektion da- 
durch andeuten, daß wir in 
der letzten Vertikalprojektion 
einen senkrechten Pfeil einzeich- 
nen, dessen Spitze etwa in der 
Spitze der Pyramide liegen möge, 
so daß er sich in der Hori- 
zontalprojektion als Punkt pro- 
jiziert (Fig. 174 mit Pfeil). Wir 
denken diesen Pfeil staiT mit 
der Pyramide verbunden und 
wollen nun diese samt Pfeil 
wieder in ihre alte Lage zu 
rückdrehen, so daß wir die 
Projektionen des Pfeiles in 
Grund- und Aufriß der Pyra- 
mide einzeichnen. Wir können 
dann auch annehmen, daß die- 
selben von vornherein zusammen 
mit dem Grund- und Aufriß 
der Pyramide gegeben sind, und 
die Aufgabe stellen, eine Pro- 
jektion der Pyramide durch Drehen derselben so herzustellen, daß die 
Projektionsebene senkrecht auf dem Pfeil steht, oder die Pyramide soll 
in Richtung des Pfeiles orthogonal projiziert tverden. Die Lösung dieser 
Aufgabe wurde in umgekehrter Reihenfolge soeben ausgeführt und 
bietet daher keine Schwierigkeit mehr. Man dreht zunächst die 
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Horizontalp vojektion der Pyramide bis der Pfeil parallel der Vertikalebene 
verläuft und überträgt die Höhen. Dann dreht man die neu erhaltene 
Vertikalprojektion bis der Pfeil senkrecht zur Horizontalebene steht und 
fiberträgt die durch die erste Drehung erhaltenen Ordinaten. 

Dieselbe Aufgabe ist, wie schon erwähnt, auch mittels Transformation 
dadurch zu lösen, daß man durch zweimalige Traneformation wieder er- 
reicht, daß eiue bestimmte Gerade — der Pfeil — senkrecht auf der 
letzten Projektionsebene steht (Fig. 175). Die Ausführung ist bereits 
früher besprochen und erfordert das Zeichnen von vier Projektionen, 
während beim Drehen deren sechs gezeichnet werden müssen. Bei der 
Transformation fällt nämlich das nochmalige Kopieren der gedrehten 
Projektionen fort. Daher ist diese Methode zwar einfacher, die Methode 
der Drehung aber anschaulicher. 

5S. Üljersicht über das axoiiometrische Verfahreu. Das in § 56 

und 57 angegebene Verfahren kann nun dadurch wesentlich vereinfacht 
werden, daß man die Operation des zweimaligen Drohens oder des zwei- 
maligen Transformierens nicM mit samiUchen Ecken des Polyeders vor- 
nimmt, sondern nur mit vieren, und die übrigen Ecken auf andere 
Weise ermittelt. Wie dieses ausgeführt werden kann, lehrt die Axono- 
metrie; das Verfahren derselben iestelit darin, daß man das gange ObjeM 
auf ein räumliches rechi/winkliges Koordinatensystem hezieM, imnächst die 
Frojektiün von diesem in der verlangten Stdhng ^rnitteU und dann die 
Ecken des Polyeders mittels ihrer Koordinaten einträgt. 

Denken wir uns etwa ra, |, ij, t, (Fig. 176) sei das Bild eines räum- 
lichen rechtwinkligen Koordinatensystems, bei 
dem alle drei Achsen gleich lang gemacht worden 
sind, so kann man die Bilder der Eckpunkte 
eines Polygons durch ihre Koordinaten mit Hilfe 
des Satzes einti-agen, daß zwei parallele Strecken 
sich parallel und proportioniert projizieren. Der 
Satz lehrt nämlich, daß alle Koordinaten derselben 
Richtung sieh parallel abbilden und sich im gleichen 
Verhältnis verkürzen, so daß die wahren Ko- ^'^- 1'^- 

ordinaten eines Punktes x, y, s und ihre Abbilder |, i;, i, stets in der 
Beziehung stehen: 

i = q,x, ri = q^y, % = q.,B. 

Iif 9i! 9s heißen die drei axonometrischen VerMrimngsverhältnisse. Durch 
sie und die drei „scheinbaren Achsenwinkd" w,,, w«., w,. ist die Pro- 
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jektiou des Achsenkreuzes oder des „axotiomctiisd en Dt eti eiTis beatmimt 
Ist daher die Lage der neuen Projektionsebene zum Objekte gegeben 
so Icommt alles darauf an, diese set^is axommetrischen Gnmdl ondanten « 
ermitteln, weil nach dem oben angeführten Satze dann das Eintragen der 
Koordinaten keine Schwierigkeit mehr macht. Dabei können wii zweck 
mäßig annehmen, daß nicht die Lage der neuen Projektionsebene, sondern 
— wie früher bei der Pyramide ^ die Richtung der Projektionsstrahlen 
dadurch gegeben ist, daß die beiden Projektionen eines derselben im 
Grund- und Aufriß gegeben sind Diesen Projettionsstrahl können wir 
auch als die Säii tchtunq auffassen m itdcliei das Ohjeli aus unendlicher 
Ferne ange'-cJien tieiden soll 

Bei der Herstellung einei axonometii-icben Abbildung sind demnach 
die in den tolgeuden vier Paiagiapheu geoiuei besprochenen vier Opera- 
tionen nötig 

59. Aufstelluna; eines B.iuplaiies Dd7u gebort, daß man das 
obmMdmde Ohjtlt m LeiniehuiiQ *« cmtm Achsenh'eiM seiet imd die Bich- 

tnng der Frojektiomsfi ahlen so fesÜegt, daß man 
em hübsches tmd zweckmäßiges Bild erhiUt 
(_Fig. ni). Bei der Wahl des Dreibeins wird 
man möglichst die drei Achsen parallel den drei 
vorhandenen Hauptrichtungen legen. Es ist da- 
bei nicht nötig, daß die Achsen OX und OY 
in der Horizontalebene liegen; auch ist es häu- 
tig zweckmüßig, z. B. bei einem architekto- 
nischen Kranzgesimse, die nach unten gehende 
Richtung der vertikalen 2-Achse zu benutzen. 
Die verlangte Projektionsrichtung möge durch 
die Projektionen s und s' eines Projektions- 
strables festgelegt werden. Die Wahl der Ho- 
rizontalprojektiön desselben muß sich danach 
richten, ob maa den Gegenstand mehr von der 
Seite oder mehr von vorn abbilden will. Ebenso 
wird man je nach der Annahme der Vertikal- 
projektion s' desselben mehr oder weniger Aufsicht auf den Körper er- 
balten. Der Winkel, den s' mit dem Grundschnitt bildet, kann auch 
negativ gewählt werden; man erhält dann keine Aufsichi mehr, sondern 
Untersicht, wie sie z. B. bei Deckenkonstruktionen verlangt wird. 

60. Errichtung des BangerUstes, Die sechs axonometrischm Gruiid- 
konstanieit w^, u-^^, w^^, q^, q^, g^ für die nunmehr durch s und s' fest- 





/ K 






1 












v^ 


/ 


Fig. 177. 
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gelegte Projektionsrichtung können entweder durch Drehen des Dreibeins 
oder durch Transformation in ähnlicher Weise, wie wir die quadratische 
Pyramide drehten, bzw. transformierten, ermittelt werden. Am einfach- 
sten verfährt man dabei etwa folgendermaßen (Fig. 178). Es sei das 
Achsenkreuz ao angenommen, daß die X- und die Y-Achae in der Hori- 
zontaleliene liegen, elftere parallel mit dem Grundsehnitt nach links ge- 
richtet, letztere nach vorn. Die ^-Ächse weise nach oben. Außer den 
beiden Projektionen des Achsenkreuzes oxyz und o'x'y's' sei noch die 
Richtung gegeben, in welcher das Dreibein von einem unendlich fernen 
Auge angesehen oder orthogonal projiziert werden soll, durch die Pro- 
jektionen eines solchen Sehstrahles s = ao und s' = a'o'. Dann wählt 
man zunächst eine neue Vertikalebene parallel dem Sehstrahi und über- 
trägt auf diese die Höhen der einzelnen Punkte, so daß sich das Drei- 
bein in o"x"y"2" und der Seh- 
strahi in a"o" projiziert. Senk- 
recht zu diesem wird nun eine 
letzte Projektionsebene einge- 
führt und auf diese die durch 
die erste Transformation erhal- 
tenen Ordinaten übertragen, so 
sich cj^i;^ als Projektion 
des Dreibeins in der verlangten 
Richtung ergibt. Natürlich 



IV; 




wird man diese Konstruktion in einer Nebenfigur in verkleinertem 
Maßstabe aueführen. Doch soU derselbe nicht so klein sein, daß die 
Genauigkeit darunter leiden könnte, denn von der Genauigkeit des Bau- 
gerüstes hängt die Genauigkeit des ganzen Baues ab. Hat man so das 
Bild des Achsenkreuzes a^ril ermittelt, so trägt man es in dem ver- 
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langten Miißsfcabe auf und zwar rag vertikal, weil das Bild an Anschau- 
licliiieit gewinnt, wenu die ursprünglichen Höhen wieder vertikal er- 
scheinen (Fig, 179). 

61. Das Zuhauen der Bausteine. Ehe man die Koordinaten der 
einzelnen Punkte aufträgt, wird man gut tun, ihre scheinbarm Längen 
lüle fabrikmäßig m ermitteln, d. h. ihre wahren Längen so zu reduzieren, 
duß stets g = gi3;, t; =32«/ wnd £ = Vs^ wird. Sind die wahren Längen 
der Koordinaten in Grund- und Aufriß 
gegebeu, so bedient man. sich am zweck- 
mäßigsten eines Diagrammaßstabes (Fig- 
180): bezeichnet l die wahre Länge der 
drei Achsen und ij, X^j^s die scheinbaren 
Lungen der X-, Y-, 2'-Ächse, so ziehe 
man in den Abständen X^, X^, X^ und l 
Ton einem Punkte c vier ParaUeien und 
bezeichne diese mit |, rj, g, x—ji—z, 
" so daß ccoi = X^, cra^ = Aj, ca^ = Aj 

und CO = l wird. Schneidet man dann 
auf der a;— J/— s-Linie die . wahre Länge irgendeiner Koordinate ab 
und zieht durch ihre Endpunkte Geraden nach c, ao schneiden diese auf 
einer der drei anderen Parallelen jedesmal die gesuchte scheinbare Länge 
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heraus, und zwar auf der ^-Linie, wenn die betreffende Koordinate par- 
allel der X-Ächse ist, auf der ij-Linie, wenn sie parallel der Y-Achse und 
auf der ^-Linie, wenn sie parallel der Z-Achse ist. 

Sind die wahren Längen in Zahlen gegeben, etwa dadurch, daß die 
Maß zahlen aller Koordinaten in einer Skizze eingezeichnet sind, so 
legt mau von vornherein ein Maßstabnets au, iudeni man durch c ein 
Strahlenbüschel Rieht, das auf der 3:— i/— «-Linie eine Maßskala, z. B. 
immer 2 mm, heraussehneidet {Fig- 181). Man kann dann die schein- 
baren Längen jedesmal direkt mit dem Zirkel abgreifen. Maße, die im 
Netz nicht selbst enthalten sind, werden abgeschätzt. 



63. Zusammenfügen der Bausteine zum Bau. Nunmehr werden 
die reduzierten Koordinaten in das scheinbare Dreibein 




Dabei entsteht in der X-Y-Ebene ein axonometrischer Grundriß, der 
von dem Bild selbst überdeckt wird. 

Uni diesem Ubelsfande abzuhelfen, ist es zweckmäßig, von vornherein zu 
jeder Höhe noch ein konstantes Stück zu addieren, so daß das ganze Ob- 
jekt um dieses Stück in die Höhe gerückt erscheint, gewissermaßen auf 
Stelzen steht. Handelt es sich um ein Gebäude, so kann man das 
hinzugefügte Stück auch als untergeschobenen Keller ansehen; daher 
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nennt man den in der X-Y"- Ebene liegenden Grundriß auch Keller- 
grundriß (Fig. 179). Von dem eigentlichen Grundriß werden dann nur 
die sichtbaren Linien gezeichnet. Obwohl man die scheinbaren Ko- 
ordinaten fabriliniäßig eintragen wird, wobei eine Stellschiene gute 
Dienste leistet, so darf man dabei doch nicht ganz pedantisch verfahren, 
man wird vielmehr smiäckst mir die Haupipunkie des Bildes festlegen, 
das Gerippe aufbauen, und erst nachträglich die kleineren Details hinzu- 
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fügen, die sich dann häufig direkt einzeichnen lassen. Zu beachten ist, 
daß auch zwei Strecken, die nicht parallel einer Achse sind, aber unter 
sich parallel verlaufen, sich parallel und proportioniert abbilden, über- 
haupt suche man alle Erleichterangen, die die spezielle Natur des Ob- 
jektes bietet, auch auszunutzen. 

In Fig. 182 ist eine kompliziertere axouometrische Perspektive — 
ein dorisches Kapitell — durchgeführt. 
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63. Würdigung der axonometrischen Methode. Die Axono- 
metrie hat früher eine ziemliche Überschätzung erfahren, die darin ihren 
Grund hatte, daß man glaubte, in ihr eine Methode gefunden zu haben, 
die gleichzeitig eia plastisches Bild liefert und es ermöglicht, die wahren 
Längeu leicht zu ermitteln. Die Grund- und Aufrißmethode, 
wie sie von Monge ausgebildet war, liefert zwar die wahren 
Dimensionen direkt, aber kein plastisches Bild, während umgekehrt eine 
beliebige Projektion eines Gegenstandes zwar ein anschauliches Bild des- 
selben bietet, dabei aber die wahren Längen verloren gehen läßt. Bis 
zu einem gewissen Grade werden nun in der Tat beide Vorzüge durch 
die Axonometrie vereinigt. Zwar sind die wahren Längen nicht direkt 
in dem asonometrischen Bilde enthalten, doch können sie von denjenigen 
Strecken, die parallel den drei Achsen, 
also parallel den drei Hauptrichtungen 
sind, sofort abgegriffen werden, sobald das 
Bild des Koordinatensystems und des 
axonometrischen Grundrisses, sowie die 
Reduktion 8 m aß stäbe gezeichnet vorliegen. 
Auch für eine schiefe Streclie A B ist die Er- 
telung ihrer wahren Länge nicht allzu 
I umständlich (Fig. 183). Man hat ein 
rechtwinkliges Dreieck zu zeichnen, dessen 
Katheten gleich dem Abszisaenunter- 
üchieAax^—Xi, der Punkte A und Bund dem 
OrdinatenunteT schiede y^ — y^, derselben 
sind. Die Hypotenuse des Dreiecks liefert 
die wahre Länge der Horizontalprojektion 
der Strecke. Benutzt man diese als Kathete eines zweiten rechtwinkligen 
Dreiecks, dessen andere Kathete der Höhenunterschied 0^ — ^^ ist, so ist 
seine Hypotenuse gleich der gesuchten wahren Streckenlänge l. 

Als Weisbach im Jahre 1857 die axono metrische Methode ausbil- 
dete, glaubte man sogar einen vollständigen Ersatz für die Mongesche 
Grund- und Aufriß-Methode gewonnen zu haben. An Stelle des eigent- 
lichen Grundrisses wurde der axono metrische gesetzt, und an Stelle des 
durch Auftragen der Höhen erhaltenen Mongeschen Aufrisses trat der 
ebenfalls durch Auftragen der Höhen erhaltene „axono metrische Aufriß", 
d. h. das Bild. 

Lidessen haben sich die Hoffnungen, die die Axonometrie anfäng- 
lich erweckte, doch nicht erfüllt, denn schon die einfachsten metrischen 
Beziehungen, z. B. die senkrechte Lage einer Geraden zu einer Ebene 
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können nur aelir viel umständlicher dargestellt werden als durcli die 
Grund- und Aufrißmethode. Man hat sich überzeugt, daß die letztere 
Methode schlechterdings nicht entbehrt werden kann. Dazu kommt noch, 
daß sich die Lehrmethode der Mongeschen darstellenden Geometrie, die da- 
mals in Deutschland nur wenig bekannt war, seither sehr viel verbessert 
hat und selbst in Hand werker kr eise eingedrungen ist. 

04:. Weitere Vereinfacliungeii. Über die weitere Ausbildung, die 
AVeisbauh der asonr metri-if hei Methode gegeben hat wollen wi noch 
einiges wenn lui-h ohne Beweif hmi-utugen da diese D nge hei inigen 
Lehrern sich immer noch einer gewissen Beliebtheit erlreuen wenngleich 
sie als dtpmtw leialtet mt iegackneii smil 

In den meisten Fallen wird nicht eine Ansicht m ganz bestimmter 
Richtung verlangt, sondern es genügt, überhaupt ein getalliges Bild her 
zustellen, so daß dze seüib Grundkonstanten g,, gg, q^ m^^ w^^ ztj^ his 
SU, etntm gtutssen G)ade utUlmrhch angenommen weiden können Es 
laßt siLh nun /eigen daß duich i^tiei ler elben dte tm andncn bestimmt 
sind 4.m besten wählt man zwei dei q Großen willkürlich und ermittelt 
hierais die vier inderen Statt zweier q (Tioßen kann min a ich 
die ^ erh iltnisse von q, q j^ beliebig wihlen ur liß ds 

2i = ^^i! 5s = ^% ^^^ 3a " ^^3 

iat. Ist beispielsweise q^ : q^ : q^ =^ '3 : 5 : 10 oder = tV- i = li ^^ heißt 
das, der Reduktionsmaß stab für die F-Richtung ist halb so groß wie 
der für die iT-Richtung, und der für die X-Bichtung ^ so groß. Da die 
Zeichnung im allgemeinen in verkleinertem Maßstabe ausgeführt wird, 
wird man also für die Originalmaßstäbe das Verjüngungs Verhältnis zu- 
nächst willkürlich wählen, dieses im Verhältnis q^ reduzieren, um so den 
^■Maßstab zu erhalten, und endlich hiervon | als rj-, und ^^ als |-Maß- 
stab wählen. Statt dessen kann man auch direkt den ^-Maßstab beliebig 
annehmen und hiervon ^ und ^ für die beiden auderen Maßstäbe neh- 
men. Im Interesse der Einfachheit wird man für die drei m-Größeu 
ganae Zahlen annehmen, die übrigens insofern einer gewissen Heschrän- 
Irnng unterliegen, als m^ + %^ > jt," sein muß. Weil man gewöhnt ist, 
die Gegenstände aufrecht stehend zu sehen, so wird man die HÖhen- 
dimensionen am wenigsten verkürzen, also von den drei gewählten 
Zahlen die größte als n^ annehmen; ji^ dagegen wird man am kleinsten 
wählen, weil die Tiefendimensionen zweckmäßig stärker verkürzt er- 
scheinen als die Breiten. Hat man über -x^, % und jr^ verfügt, so 
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lassen sich die zugehörigen drei scheinbaren Ächsenwinkel berechnen 
mit Hilfe der Formel: 




aus der sich die entsprechenden I'ormeln für 
w^^ und Wj^ durch zyklische Vertanschung der 
Indizes ergeben. 

Auch konstruktiv lassen sich w^^, tv^^ und 
K!jj ermitteln. Zeichnet man nämlich ein Drei- 
■eck, dessen Seiten a/, %^ und at^ sind, so 
bilden die drei Winkelhai hier ungslinien des- 
aV^^', - ' ' ~'Z^'^-^ selben miteinander die drei gesuchten Win- 
^'---"eOe " tel w (Fig. 184). 



65. Die einfachsten axonoiuetrischen Systeme. Eine weitere 
Vereinfachung kann noch dadurch erzielt werden, daß man zwei der 
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JT-Größen gleich oder sogar alle drei gleich wählt. Die dadurch entstehenden 
Systeme bezeichnet man als isometrisches, dimärisckes und trimeirisches. 
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Innerhalb der beiden letzten sind noch verscliiedene Einzelsysteme mög- 
lich. Die nachfolgende Tabelle stellt die einfachsten derselben z 



Systeme: 


:T^ : % : % 




M'ai 


\ 
Figur 


[somefcrisch 


1:1:1 ■ 1:1:1 


120» 


130" 


120" 


185 


Dimetriscli 


2:1:2 
3:1:3 




: 1 
: 1 


131»26' 
18S«24,5' 


131"25' 
133'24,6' 


97"11' 
93"11' 


186 

187 


Trimetrisch 


i7:6:8 
6:4:6 
9:5:10 


t 


. 1 

; 1 


138" 15' 
150"3T 
157»0' 


114"46' 
108"13' 
107"49- 


106"69' 
101"10' 
95"ir 


188 
189 
190 



Um eine bequeme VorsteUung davon zu habenj wie sie wirken, ist 
die Abbildung eines Würfels in den aufgeführten Systemen beigefügt 
(Fig. 185 — 190). Der Grund, weshalb unter den tri metrischen Systemen 
die Zahlen 1, 2, 3; 2, 3, 4; 3, 4, Ö fehlen, liegt darin, daß dieselben der 
Bedingung tc?' + x^ > x^ widersprechen. 

Bei der Auswahl eines Systems für eine bestimmte Aufgabe sind 
drei Rücksichten maBgebend. Einmal die Einfachheit der Konstruktion, 
dann die Gefälligkeit des Bildes, das man erhält, und endlich die Deut- 
lichkeit desselben, die etwa dadurch leiden würde, daß sich eine Gerade 
als Punkt oder eine Ebene als Gerade projiziert, wie es beispielsweise 
bei einer Diagonale und drei Diagonal-Ebenen im isometrischen System 
der Fall ist. 



VIII. Kapitel. 

Schiefe Projektion. 

66. Schiefe Parallelprojektion und malerische rarallelper- 
spektive. Wh- haben bisher ausschließlich orthogonale Parallelpro- 
jektion benutzt. Die axonometrische Methode ist indessen nicht nur auf 
diese beschränkt, sondern wird mit Vorteil auch bei scidefer Paralld- 
projektion angewendet. Denn auch für diese bleibt der Hauptsatz, der 
zur Herstellung von Bildern in unsymmetrischer Stellung benutzt wurde, 
gültig: die Projektionen von parallelen Strecken sind parallel und pro- 
portioniert Jedoch ist die Projektion einer Strecke nicht notwendig kleiner 
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als ihre wahre Gfröße, wie bei orthogonaler Projektion, sondern sie kann 
auch größer sein; uniJ zwar ist dieses stets dann der Fall, wenn die 
projizierenden Strahlen mit der Projektionsebene einen kleineren Wiolvel 
bilden als mit der Strecke selbst (Fig. 191). 

Um von einem beliebigen Körper, etwa einem 
Hause, ein Bild durch schiefe Parallclprojektion zu 
,-'' ,--'' erhalten, wollen wir die Ebene, auf die wir proji- 

" T „^ * zieren, die Bildebene, Tertikal annehmen. Unter 

dieser Voraussetzung nennt man das Verfahren der 
schiefen Parallelprojektion auch malerische JParallelperspeMive. Die Bild- 
ebene sei durch ihre Spuren gegeben. Um die einzelnen Bildpuukte 
zu erhalten, bestiraiiieii wir die Schnittpunkte der Projektions strahlen mit 
der Bildebene, indem wir die Ho- 
rizoütalprojektionen derselben zum 
Schnitt mit der Horizontal spur der 
Ebene bringen imd von diesen 
Punkten senkrecht hoch gehen bis 
zum Schnitt mit den zugehörigen 
Vertikalprojektionen der Projektions- 
strahlen (Fig. 192). Das Bild selbst 
- wird dann nebenaus gezeichnet, in- 
dem man die Punktfolge der Hori- 
zontalspur auf eine horizontale Ge- 
rade überträgt und über den ein- 
zelnen Punkten die ermittelten Höhen 
der Bildpunkte aufträgt (Fig. 193). 
Dieses Verfahren heißt das Du/rch- 
^ schnittsverfahren. 

Da die Bildebene vertikal steht, 
so bilden sich alle Vertikalen in wahrer Größe ah. Man braucht daher 
nur den Grundriß in Perspektive su setzen und in den Punkten des per- 
spektivischen Grundrisses die Höhen in wahrer Größe aufzutragen. Damit 
sind wir aber wieder auf das axono metrische Ver- 
fahren zurückgekommen und können sogar noch 
einen Schritt weiter gehen, wenn wir auch den 
perspektivischen Grundriß axonometrisclt herstellen, 
also obige Konstruktion nur mit dem Achsenkreuze 
ausführen, dadurch die sechs Grundkonstanten be- 
stimmen und alles übrige asonometriseh ermitteln. 
Da Wi vertikal steht und ^^ = 1 ist, so ist 
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ganzen Dreibein sondem 



ojektion einer Strecke 
a q^ und g^ auch > 1 
■te Bil- 



die Konstruktion nicht einmal mit dei 
mit oxy auszuführen. 

Wie bei schiefer ParallelperspekÜTe die 
auch größer als sie seibat sein kann, so köi 
gewählt werden. Jedoch erhält man dann ver 
der, eben weil es bei dieser Annahme vorkommen wird, 
daß die Projektionen einiger Strecken größer als diese 
selbst ausfaUcD. Der unschöne Eindruck eines solchen 
„Zerrbildes" — Fig. 194 zeigt z. B. einen Würfel — 
rührt daher, daß das Bild nicht in der Richtung der Pro- 
jekt! onsstrahlen betrachtet wird. Nur dann wird dasselbe 
richtig wirken, wenn man es in der genannten ilichtung 
betrachtet. Mau sieht aber ein Bild im allgemeinen, wenn nichts an- 
deres, etwa durch Anbringen eines Guckloches, veranlaßt wird, von vorn, 
d. h. nicht in Übereinstimmung mit der Projektionsrichtung, an, 

67. Militärperspektive. Ein wichtiger Spezialfall der malerischen 
Parailelperspektive ist die Militärperspektive, die man erhält, wenn der 
Winkel, den die Projektion erichtung mit der vertikalen Bildebene bildet, 
45" beträgt, und die Horizontalprojektion der Projektionsrichtung senk- 




und q^ = q.^ = 



recht auf der Bildebene steht. Es ist dann w^^ 
so daß der perspeJdiviscke Grundriß Icongruettt dem 
wahren Grundriß wird. 

Die Herstellung eines militärperspektivischen 
midesist also außerordentlich einfach: man hat nur 
den Grundriß in wahrer Gestalt aufzutragen und 
in den einzelnen Punkten desselben die wahren 
Höhen zu eiTichten. Die Vorteile, die ein Grund- 
i wahrer Gestalt und ein plastisches Bild 
sind also hierbei vereinigt. Daher findet 
diese Methode eine zweckmäßige Anwendung bei 
Festungs-, Städte- und Situationspläneu, Freihch 
ist das Bild nicht sehr natürlich; das rühi-t aber 
wieder niu- daher, daß dasselbe von vome betrach- i-'ig. ids. 

tet wird. Sieht mau es von oben unter einem 

Winkel ven 45*" an, so macht es sofort einen natürlichen Eindmck, 
In Fig. 195 ist ein Würfel zur Übersicht, in Fig. 196 und 197 ein etwas 
komplizierteres Gebäude dargestellt. 

68. Kavalierperspektive. Wichtiger noch als die MiHtärperspek- 
tive ist ein anderer Spezialfall der malerischen Parallelperspektive, 
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die man erhält, 
wenn in an die Bildebene parallel der 
X-2-Ebeiie annimmt, so daß q^^~q^ = \ 
und iv^y — 90" wird. Ist die Projektions- 
riclitung gegeben, so wird das Dreibein 
nach der allgemeinen Konstruktion ber- 
gestellt, die sich besonders bequem ge- 
staltet, wenn man die Bildebene mit der 
Vertikalebene zusammenfallen läßt und 
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auch die X-,^-Ebeiie in diese hineinfällt (Fig. 198). Die Ermittelung 
von gj und von w^^, um die es sich ja nur noch handelt, ergibt sich 
dann unmittelbar. 

Umgekehrt kann auch q^ und w^^ ganz willkürlich gewählt werden; 



9i = 


i; »„-HO- 


/ 


^ 




-^ 







9, - 1 ; Jt.., 


= 130" 


/! / 
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,--""""" 


/ 



g, = 1; it',,= 


-120" 


/ 


/ 








/ 



stets existiert eine zugehörige Projektionsrichtung. Erwälmt sei die An- 
nahme ^g= 1, bei weicher die Projektioi^ strahlen mit der Projektions- 
ebene einen Winkel von 45" bilden. Dieser Spezialfall der Kamlierper- 
speU've findet hlluflg bei Werkzeichnungen, Holz- und Steinverbänden 
Anwendung. Er bietet gewissermaßen ein Analogen zur Militär perspek- 



y Google 



IL Die axonometriäche Methode. 



1 1 

Ar- 


! 




tivc; denn diese entLält den Grundriß in wahrer Gestalt und umgelegte 
wahre Höben, während jene den Aufriß in wahrer Gestalt bietet und 
umgelegte wcüire Ordinatm. Übrigens ist die Verkürzung g^=i^ oder 
= \ kaum weniger einfach. Dabei wird dann der Winkel u\2 zweck- 
mäßig = 120" oder — löO" oder = 135" gewählt. Zur Beurteilung der Wir- 
kungsweise der brauchbarsten Systeme ist ein Würfel in den Figuren 
199 — 207 dargestellt. In Figur 208 ist ein größeres Beispiel aus dem 
Gebiete der Architektur behandelt. In Figur 209— 21Ö sind die wich- 
tigsten Kristallformen des regulären Systemes gezeiahnet. Dasselbe besitzt be- 
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kanntlicli drei gleichlange aufeinander seokreciitstehende Symmetralachsen. 
Legt man alle möglichen Ebenen, die von den drei Achsen Stücke ab- 
schneiden, die sich verhalten wie 1:1:1, so erhalt man das Oktaeder 
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(Fig. 209). Verhalten sich die abgeschnittenen Achsenstiicke jedesmal 
wie 1:1:2, so erhält man ein Pyramidenoktaeder (Fig. 210); das Ver- 
hältnis 1:1:00 liefert das Granatoeiier (Fig. 211); das Verhältnis 1:2:2 





'^^- 



bestimmt das Leucitoeder (Fig. 212), 1:2:3 das Diamantoeder (Fig. 213), 
1 : 2 : oo einen Pyramidenwürfel (Fig. 214) und endlich 1 : oo : oo den 
Würfel (Fig. 215). 
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69. Allgemeinst« schiefe Parallelprojektion. Pohlkes Satz. 

Bisher hatten wir die Bildebene stets vertikal angenommen. Würde man 
eine ganz beliebige schief gelegene Bildebene wählen, so würde man die 
allgemeinste schiefe Parallelperepektive erhalten. Umgekehrt läßt sich 
beweisen, daß irgend vier Punkte stets als schiefe Farallelprojektion der 
Ecken eines Dreibeines angesehen werden können, tvenn sie nicht alle vier 
in gerader Linie liegen, d. h. es existiert stets eine Bildebene und eine 
Projektionsrichtung, für welche sieh die vier Bellen eines Dreibeines in 
vier beliebige aber nicht in gerader Linie liegende, vorgegebene Punkte 
projizieren. Damit ist aber aller Zwang hei der Wahl der secfis Grund- 
konstanten gehöben; dieselben können ganz beliebig nach Geschmack und 
Bedürfnis ausgewählt werden. Auf einen Beweis dieses von Pohlke auf- 
i Satzes wollen wir nicht eingeben. 



70. Nachteile der schiefen Parallelprojektion. Nach dem Bis- 
herigen ist die Frage wohl berechtigt, warum denn die Umständlich- 
keiten , die bei Anwendung von orthogonaler Parallelprojektion un- 
vermeidlich sind, überhaupt nötig sind? Die Antwort lautet: solange 
es sich nur um ebenflächige und geradlinig begrenzte Objekte handelt, 
ist die ganz willkürKche Wahl der Grundkonstanten oder die Anwen- 
dung der JKavalierperspektive allerdings wesentlich einfacher. Krumme 
Linien jedoch und Flächen bieten bei sdiiefer Projektion Schwtct igletten 
Ein horizontaler Kreis z. B. bildet sich bei schiefer Projektion als Ellipse 
mit schiefer großer Achse ab, wie wir später sehen werden, während die 
selbe bei orthogonaler Projektion horizontal liegt. Bei einem vertikalen 
Kreiszylinder macht sich das dadurch geltend, daß die gerüdlinige Kontur 
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eine Mal mit dem Achsenschnitt identisch ist, das aiidere Mal 
aber nicht (Fig. 216 und 217). Die Kontur einer Kugel ist nur bei 
orthogonaler Projektion kreisförmig, während sie bei schiefer Projektion 
im allgemeinen eine Ellipse ist. Aus diesem Grunde ist die Orthogonal- 
projektion nicht zu entbehren; namentlich im Maschinenzeichnen, wo viele 





Eotationsflächeu auftreten, wird man stets ein orthogonales axonometri- 
aches System wählen. Da Weisbach selbst Maschineningenieur war, so 
ist es nunmehr auch verständlich, daß er der von ihm ausgebildeten 
Methode eine so große Bedeutung beilegte. Heutzutage hat jedoch ge- 
rade beim Masehinenzei ebnen die Grund- und Aufrißmethode die Ober- 
band gewonnen, und jeder Arbeiter ist imstande, dieselbe zu verstehen 
dank den Erfolgen unserer Haudwerkerschulen. 
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m. Teil. 

Geometrische Yerwandtschaften. 

IX. Kapitel. 

Geometrische Verwandtschaften. 

71. Geometrische Verwandtschaften. Die Projektionslelire lehrt 
nicht nui-, räumliche Objekte und Konstruktionen in einer Ebene abzu- 
bilden, sondern sie liefert auch die Mittel zur Auffindung neuer geome- 
trischer Wahrheiten. Das Wesen der meisten geometrischen Unter- 
suchungen besteht darin, daß man schwierigere geometrische Verhältnisse 
auf einfachere zurückführt. Dieses 
Zurückführen geschieht durch Ver- 
gleichen Yon Figuren, die in ge- 
wisser Beziehung zu einander stehen, 
und die man daher geometrisch 
verwandte Figiwen nennt. Solche 
Figuren können am einfachsten 
durch Projektion hergestellt wer- 
den; man nennt sie dann projektiv 
verwandt. 

pjg, ais. Eine ebene Figur kann nun 

entweder auf eine parallele oder auf 
eine geneigte Ebene parallel- oder zentralpr&iiziert werden. Dadurch er- 
geben sich die vier möglichen projektiven Verwandtschaften: 

Kongruejis durdt Parällelprojehtion auf eine parallele Ebene 

(Fig. 218); 
Äktüichkeit dwek Zenfy-aiproje'ktion auf eine parallele Ebene 

{Hg. 319); 
Affinität durch Parallelprojektion auf eine geneigte Ebene (Fig. 220) 




und 
Kollineation durch 
(Fig. 221). 



ijoii a/uf eine 



Ebene 
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Man kann zwei jirojektiv Yerwandte ebene Figuren aus ihrer spe- 
ziellea räumlichen Lage herausnehmen und etwa nebeneinanderlegen, 
ohne daß dabei gewisse Verwandtschaftseigenschaften verloren gehen. 
Für die Untersuchung der letzteren ist aber die spezielle räumliche, die 
Perspektive Lage besonders bequem. Andererseits ist es aber auch vor- 




teilhait, wenn man beide Figuren in 
derselben Ebene hat. Man kann nun 
leicht beide Vorteile dadurch vereinen, 
* daß man eine der beiden Ebenen par- 
allel verrückt oder dreht, bis sie in die 
andere hineinfällt. 
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72. Zwei kougmeute Systeme. Verschiebt man von zwei kon- 
gruenten Figuren, die sich im Räume in perapektiver Lage befinden, 
eine derselben parallel mit sich selbst, so bleibt doch die Eigenschaft 
erhalten, daß die Verbindungsstreciien je zweier entsprechender Punltte 
einander parallel und gleich sind. Das gilt 
auch noch, wenn beide Figuren in dieselbe 
Ebene fallen (Fig. 222). Man sagt dann, sie 
befinden sich in derselben Ebene in perspek- 
tiver Lage. Von zwei kongruenten Figuren 
kann daher stets die eine als die Parallelver- 
schiebung der anderen aufgefaßt werden. Dem- 
nach sind in kongruenten Figuren die entspre- 
chenden Strecken und WinJcd gleich. Letztere 
Eigenschaft ist unabhängig von der Perspektiven L^e zweier kongruenter 
Figuren. Es sind also zwei Tatv^ramte Systeme in hehebiger Lage !w einer 
Ebene durch zwei entsprechende Pwnldepaaie so heshmml, daß eii leäem 
weiterm Punkte der enispredtende konstruiert werden lann 




73. Zwei ähnliclie Systeme. Verschiebt man von zwei ähnlichen 
Figuren, die sich im Räume in perspektivei Lage befinden, die eine der- 
selben parallel mit sich selbst, so bleiben doch die Eigenschaften be 





stehen, daß die Verbindungslinien je zweier entsprechender Punkte durch 
einen Punkt gehen, und daß je zwei entsprechende Geraden als Schnitte 
zweier paralleler Ebenen mit einer dritten parallel sind. Das gilt auch 
noch, wenn beide Figuren in dieselbe Ebene fallen. Man sagt dann, 
sie befinden sich in dieser Ebene in perspektiver Lage. Das Pro- 
jektionszentrum heißt dann ÄhtüichkeitspunM und zwar innerer (i'ig. 223) 
oder äußerer (Fig. 224), je nachdem entsprechende Strecken e 
oder gleich gerichtet sind. 
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Zufolge der Parallelität entsprechender Strecken in perspektiver Lage 
stehen Se Entfernungen je zweier entsprechender PanMe vom Ahnlichkeits- 
punkt in demselben Verhältnis: 



Jm nämlichen Verhältnis stehen auch je zwei entspi 



A'B' B'C 



" C'Ä- 



Man nennt dieses für je zwei ähnliche Figuren konstante Verliältnis das 
chaia/Jettbttsche Vethulfnis Da Winkel, deren Schenkel parallel und 
gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind, gleich sind, so sind ent- 
sprechende Winlitl ähnlicher Figuren gleich. Die letzteren Eigenschaften 
ähnlicher Figuien sind unahiiängig Von ihrer Perspektiven Lage. Sind 
daher lon zuei sich m beliebiger, nicht p^^ektiver, Lage befindenden äJtn- 
lichen Systemen zu. swn Punkten die entspredtmd&i bekannt, so kann zu 
jedem mtfeten Punkte der eittsprechende konstruiert werden. 



74. Zwei affltte Systeme. Durch Parallelprojektion einer ebenen 
Figur auf eine zur Ebene derselben geneigte Ebene entsteht eine zur 
ersten affine Figur. Die Schnittlinie beider Ebenen heißt AfßnHäts- 
achse. Alle Punkte der Afßnitäts- 
aekse, als gleichzeitig beiden Ebe- 
nen angehörend, mOssen sich selbst 
mitsprechen. Entsprechende Geraden 
schneiden sich daher cMtf der Af- 
ßnOätsachse. Die Va-bindut^slinien 
je zweier entsprechender Punkte sind 
einander parallel (Fig. 225). Dreht 
man eine der beiden Ebenen um 
die Affinitätsachse, so bleiben diese 
Eigenschaften erhalten, auch wenn 
die beiden Ebenen zusammenfallen. 

Man sagt dann, die heiden affinen Figuren liegen in dieser Ebene in per- 
spektiver Lage. Das Drehen der einen Ebene bis zum Zusammenfallen 
mit der anderen kann nun um einen spitzen oder einen stumpfen Winkel 
an erhält daher die beiden affinen Figuren entweder auf der- 
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selben (Fig. 226) oder auf der entgegengesetzten (Fig. 227) Seite der 



Die Projektion einer Figur und ihre innere oder äußere Umklap- 
pung sind beispieleweise affine Figuren, nur bandelt es sich dabei um 
den speziellen Fall der orthogonalen Projektion, bei welcher die Projek- 
tion ssti-ahlen senkrecht zur Achse verlaufen. 

Da in zwei affinen Figuren in räumlicher Lage einem unendlich 
fernen Punkte wieder ein unendlich femer Punkt, oder der unendlich 
fernen Geraden der einen Ebene die unendlich ferne Gerade der anderen 

rieht, so müssen parallelen Geradett wieder parallele Geraden ent- 






sprecken tmd parallelen Strecken der emen Figitr proportionierte Strecken 
der anderen (Fig. 228). Ist also AB || CD, so ist ÄS || GB', und es ist 
AB: CD = A'B' : CD'. Diese beiden Eigenschaften zweier affiner Fi- 
guren sind aber unabhängig von ihrer Perspektiven Lage. 

Daher sind ewei affine Systeme, in hdiehiger nickt perspektiver Lage 
bestimmt, wenn s« drei Punkten die Mitsprechenden drei gegeben sind 
(Fig. 229). Denn zu jedem vierten Punkte ist dann der entsprechende 
eindeutig durch diese beiden Eigenschaften bestimmt und kann konstruiert 
werden. Sind nämlich die Punkte A, B und C und die ihnen ent- 
sprechenden A', S und C gegeben, eo zieht man, um den zu D ge- 
hörenden Punkt jy zu finden, DE ^ B<J und BF \\ AB, macht 
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A'E':E'B'^ÄE:EB und B'F' :F'C' = BF:FC, zieht endlich durch 
E' eine Parallele zu B' C und durch F' eine Parallele zu A'B' und 
bestimmt B' als Schnittpunkt dieser beiden 
Parallelen. 




75. Die Charakteristik der Afßnität. Wegen der Parallelität 
der Projektionsstrahlen iat das ÄhstandsverMltnis je zweier enfeprecÄemfer 
Punkte von der Affinitäisachse Iconstant; es heißt die ChtwaUmsUh der 
Affinität (Fig, 230). So ist 

aA ~ßB -/C 

Werden die Frojekiionsstrahlen smhredit zur Achse, handelt ea sich also 
um Orthogonalprojektion, so wird rfie CharaktensUh dieser Affinität gleich 
dem Kosinus des Neigungsivinlrds beidei- Ebenen (Fig, 231). 




Auch das Inhattsverhaltnis zweier affiner Figuren ist gleich der Cha- 
raktek%stik Es genügt, diesen Satz für zwei affine Dreiecke nachzu- 
weisen, da jede andere Figur sich in Dreiecke zerlegen läßt, um zu 
be-wei=«pn, daß dis Verhältnis der beiden Dreiecke ABC und A'B'C 
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gleich der Charakteristik ist, zerlege man das Dreieck ABC in die al- 
gebraische Summe der drei Dreiecke Bs t + Gtu — Äsu (Fig. 232). Ebenso 
das Dreieck j4'.B'C' in B'si-\-C'tu — A'su. Je zwei entsprechende dieser 
Dreiecke haben aber gemeinsame Grundiinien, wahrend ihre Höhen eich 
verhalten wie Bß : B'ß bzw. wie Cy : G'y bzw. wie yla : A'a. Diese 
Verhältnisse sind aber gleich der Charakteristik; somit ist auch das 
Verhältnis der Dreiecke ABC und A'B'C' gleich dieser. 






, Charakteristik = 1. Wird die Charakteristik gleich 1, so wer- 
den entsprechende Figwen einander flädiengleick. Das 
kann auf dreierlei Weise müglieh sein: 

1. dadurch, daß die beiden Figuren auf ver- 
iedener Seite der Äffiait'atsachse liegen und 

Aa = A'a, Bß = B'ß und Cy = C'y ist (Fig. 233); 
die Figuren sind dann schief symmetrisch; 

2. dadurch, daß die beiden Figuren auf der- 
selben Seite der Achse liegen und Aa = A'a, 
Bß -= B'ß und Cy = C'y wird; die beiden Figuren 
fallen dann susammen, d. h. sie siod kongruent 
(Fig. 234); 

3. dadurch, daß die beiden Figuren auf derselben Seite der Achse 
liegen, die Projektions lote aber parallel der Affinitätaachse sind, so daß 
Aa = A'a = Bß = B'ß==Gy ^ C'y=oa und die Charakteristik = — =1 
wird (Fig. 235). '^ 
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An die Affin gleiebheit zweier Figuren Bchließt sieh die Lehre des 
Euklid von der Gleichheit ebener Figuren an, jedoch ist bei ihm der 
Begriff „gleich" weiter gefaßt, da bei affingleichen Figuren auch eine 
Gleichheit in den einzelnen Teilen stattfindet. 




77. Grund- und Aufriß als affine Figuren in perspektirer Lage. 

Als Beispiel zweier affiner Fiyuien ^oUen wir noch Gr-rnid- und Aufriß 
einer Figur betrachten (Fig 2S6) Dif Riese sind affin, weil beide Parallel- 
projektionen derselben Figur sind aul zwei zu 
dieser geneigten Ebenen Sie befinden sich aber 
auch in perspekfciver Lage, di entsprcLhende 
Punkte sich auf ParaUelen befinden Daher 
müssen eich je zwei entspiechende Geraden, 
d. h. der Grund- und Aufiiß dei nämlichen 
Geraden, stets a/af einei Getaden dn Affimtäts- 
ackse schneiden. Diese hat dabei folgende Be- 
deutung: Jeder ihrer Punkte ist '^owuhlTeitikal-, 

als auch Horizontalprojektinn eines und desselben Punktes der Figur. Nua 
decken sich aber die Horizontal- und Vertikalprojektion nur jedes Punktes 
der Halbiorungsebene des IL und IV. Raumes (Fig, 237), also müssen 
aUe Punkte der Affini täte acbse gleichzeitig auf dieser liegen. Mit an- 
deren Worten: Die Jffimtälsachse ist die susammenfaüende Vertihal- und 
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Sorwontalpr(yektion der Schnittlinie der Figmenebmie mit d r Halhiinogs- 
ebene des IL und IV. Matanes. 

Man kann diesen Satz von den Schnittpunkten der zu-iammenge- 
hörenden Horizontal- nnd Vertikalprojektionen auch dazu benutzen um 
die Projektionen eines durch drei Punkte guitbetien Pclyqm>> zu ifnolJ- 
ständigen. Indessen wird die Konstruktion nicht emt'icliei, ils \teni 
man die Diagonalen Schnittpunkte benutzt (vgl. § 6). 



78. Zwei koUiueare Systeme iu perspektiver Lage im Räume. 



Durch Zentralprojektion i 



■ ebenen Figur auf eine zu ihrer Ebene 
geneigten Ebene entsteht eine zu der ersten 
koUineare Figur (Fig. 238). Das Projek- 
tionszentrum heißt Kollineationsemtram, 
die Schnittlinie beider Ebenen Z'oHmeaiio«s- 
achse. Alle Punkte äetselhen, als gleich- 
zeitig beiden Ebenen angehörend, ent- 
sprechen sich selbst. Daher schneiden 
sich mtsprechenäe Geraden auf der KoUi- 
neationsachse. Die Verbindungslinien je 
gweier entsprechender Punkte gehen alle 
durch einen Punkt, das KcMineaiions- 
Zentrum. 

Die Projektion oder das Abbild f 
der unendlich fernen Geraden der Ori- 
giualebene ist der Schnitt der Bildebene 
mit einer Ebene, die durch das Zentrum 
parallel der Originalebene gelegt ist, und 
heißt Fluchtlinie (Fig, 239). Da die unendlich fernen Punkte aller Geraden der 
Originalebene auf der unendlich fernen Geraden derselben liegen, so müssen 
ihre Abbilder alle auf der Fluchtlinie liegen; sie h.ei&iin. Fluchtpunkte. Die 
Gerade g der Originalebene, deren Abbild ins Unendliche fällt, heißt 
Gegenlinie. Sie ist die Schnittlinie der Origiaalebeue mit einer Ebene, 
die durch parallel der Bildebene gelegt ist. Die Originalebene und 
die Bildebene entsprechen sich übrigens gegenseitig und sind in der Vor- 
stellung miteinander vertauschbar. Faßt man die Originalebeiie als Bild- 
ebene auf, so wird die Gegenlinie zur Fluchtlinie, die Ftuehtlinie zur 
Gegenlinie, usw.; die verschiedenen Bezeichnungen sind nur der An- 
schaulichkeit und der bequemeren Ausdrucks weise wegen eingeführt. 

Schneidet man Bild- und Original ebene durch eine zu ihnen senk- 
rechte und durch gehende Ebene, und sehneidet diese die Gegenlinie (/ 
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in (?, die Fluchtlinie f m F 
und die Kollineati onsachse c in 
C, so hüden die vier Funkte 
0, G, C, F ein Farallelograt 
lat also nicht bekannt, so 
läßt es sich leicht finden, wenn 
F und G bekannt 
sind. 

Durch /~ und 
eist dießildebene, 
durch g uud c die 
Originalebeue in drei Abschnitte 
geteilt, die sieh folgendermaßen 
entsprechen (Fig. 240): 

das Stöek der Originalebene 
zwischen c und oo drängt sich 
auf der Bildebene zwischen c 
und f zusammen; 

das Stück der Originalebene 
zwischen g uud c dehnt sich 
auf der Bildebene 

das Stück endlich der Ori- 
ginalebene von g bis <x> erstreckt 
sieb auf der Bildebene Ton oo 
bis f. 

Um eine Gerade a ahmbil- 
den (Fig. 241), bestimmt man 
ihren Spurpunkfc 
S, d. h. ihren 
Schnitt mit der 
Bildebene, und 
ihren Flu chtp unkt 
A durch eine 
Parallele durch 0. 
Die Verbindungslinie SA beider 
Punkte ist dann ihr Abbild. 

Die Abbilder einer Schar 
von Parallden gehen alle durch 
einen Punkt, ihren gemeinsamen 
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Fluchtpunkt. Nur, wenn die Parallelen mit der Kollineationsaclise parallel 
sind, bilden sie eich wieder unter sich parallel ab, da dann ihr Flucht- 
punkt ins Unendliche fällt. 




Um einen Punkt Ä ahzuhüden (Fig. 242), legt maa durch ihn eine 
Gerade, am bequemsten senkrecht zur Achse, und bildet sie ^b, indem 
man ihren Spurpunkt S mit ihrem Fluchtpunkt, der in diesem Falle 
mit F zusammenfällt, verbindet. Der Schnitt A dieser Verhmdungbhnie 
mit dem Projektiona strahl OA ist dann das Abbild von A. 

79. Zwei koUiiieare Systeme in perspektiver Lage ia der Ebene. 
Dreht man die Bildebene um die Kollineationsaehse, so muß nach wie 
Tor jeder Punkt der Achse sich 
selbst entsprechen, und ent- 
sprechende Geraden müssen 
sich daher auf dieser schneiden; 
auch die Verbindungslinien je 
zweier entsprechender Punkte 
gehen noch durch einen Punkt, 
das Zentrum. Das ist auch 
dann noch so, wenn die Bild- 
ebene in die Original ebene 
fällt. Je nachdem nun die 
Bildebene um einen spitzen 
oder stumpfen Winkel in die 
Originalebene gelegt wird, 
können zwei Lagen von 0, 
c, f und^ eintreten: entweder 
(Fig. 243) liegen und C 
zwischen g und ( oder (Fig. 
244) g und f liegen zwischen 
und c. Stets muß OG = 
FC sein. 



9 V 
F Ti 
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Die Abbildung einer Geraden erfolgt genau wie früher bei räum- 
licher Lage der beiden Ebenen (Fig. 245). Man heetimmt den Spnrpunkt S der 
abzubildenden Geraden a 
und ihren Fluchtpunkt A 
durch eine Parallele durch 
zu a. ÄS ist dann das 
Abbild von a. Auch die 
Abbildung eines FunJcles 
erfolgt wie früher, indem 
man eiue Gerade durch '^ ' 

den Punkt, am bequemsten 

senkrecht zur KoUineationsachse, dadurch abbildet, 
punkt S mit ihrem Fluchtpunkt F verbindet und den Schnitt . 
von BF und OA bestimmt (Fig. 246). A' ist dann das gesuchte Ab- 
bild von A. 

Bewegt man von zwei koUinearen Systemen, die sich in f 
in perapektiver Lage be- 
finden, das eine derselben 
aus dieser Lage heraus, so 
bleiben alle Eigenschaften 
der Lage bestehen, also z. B, : 
zwei paiaUeleu Gpiiden 
entsprechen Geriden, die 
si(h m emem endhchtn 
Punkte 'schneiden. Es Mei 

ben aber auch gewisse met) tsrhe Eigenschaften bestehen. Um diese bequem 
aussprechen zu können, sollen zunächst die wichtigsten Eigenschaften 
der pQnktieihen und Strahlbüsehel be.sprochen werden. 



1 man ihren Spur- 



Ebene 









t\ 







Q 






so. Piiaktreiheö und StraMbttschel. UoppclTerhältnis. Unter 
einer ebeneu Fanktreihe versteht man die Gesamtheit aller Punkte einer 
Geraden Unter einem ebenen Strahlhüschel versteht man die Gesamt- 
heit aller Geiaden einer Ebene, die durch einen Punkt, das Zentrum, 



Wählt man auf oinet Funhtreihe zwei Punkte Ä und B als Grund- 



punkte (Fig 247), s 1 ist die Lage -c 

eines dntten Punktes \ d irch das ^ 

Verhältnis der Stiecken AX und 
A.Bnoih nal t ohne weiteres bestimmt, 
hall als auch lußerhalb von AB liegen 



X kann sowohl inner- 
m seine Lage eindeutig 



y Google 



126 III- Geometrieclie Teiwandtechaften. 

zu fixieren, berücksichtigen wir noch lie Iiichi\m<i der einseinen Stieclen 
dadurch., daß wir etwa die Richiun^ von i nach B als positiv wählen 
und dann die umgekehrte Richtung von B nach A als negativ he 
Z3ichnen, so daß AB = — BA ist Nvnmelw /st m nntr Funkt 
reihs nach Festlegung zweier Grimdpunlte A und B die Lnqt, /edis 
driitm P-mhtes X dwrch das Verhältnis v = -^ß setne) -Lhatande loji den 
Grundpunkten eindeutig bestimmt. Liegt X zwisthen A und B 'o ist o 
positiv, und zwar = + 0, wenn 3l auf A hegt, = + 1, wenn i. lut der 
Mitte M liegt, = + oo, wenn X auf B hegt Liegt X außerhalb \on 

AB, so ist V negativ, und zwar = — ot, wenn X auf B htgt, = 1, 

wenn X ins Uni'ndliche fällt, und = — wenn X aut A lallt Um 



Hat man zwei beliebige PuuUe X und I, die die Strecke AB 

^ . Q Q o— '" ^^^'■' Strecken teilen (Fig. 

A X B y 248), so kann man dus Ver- 

'^ ' ■ hältnis der Verhältnisse der- 



selben YR j n ^der das BoppelterhäÜnis der vier Punkte ABXY, das 
man kurz ■iueh {ABXi ) schreibt, bilden. Dann ist wieder unter Be- 
in cksichtigung der Vorzeichen fii/r jedes X und Y der Wert (ABXY) 
eindeutig be'itiuimf Dabei können übrigens auch X und Y als Grund- 
punkte und 1 und B als Teilpunkte aufgefaßt werden. Liegen die 

Punkte X uid 1 ^' daß ^f = - ^B '^*' ^^^' *^^° ^'^ Strecke AB 
durch X und i innen und außen im selben Verhältnis geteilt wird, so 
heißen diese viei Punkte harmonische Funkte. Das Boppelverhältnis dffr- 
selhen ist demnach =—1. Im besonderen bilden iilso zivei Punkte A 
und B mit dem Balbtemngsptinkt ihrer Verbindungsstrei:ke und dem un- 
endlich feinen Punkte vier harmonische Punkte. 

Wählt man aus emem Strahlbuschel zwei Strahlen a und b als 

^ Grundstrahien (Fig. 249), so 

/ ist die Lage jedes dritten 

^, / Strahles x durch das Ver- 

\x' ^C y' hiiltnia der senkrechten Ab- 

^^_ / ^w^ stände irgendeines seiner 

[ \ ^-v^ „, / y^ Punkte X von den Sti-ahlen a 

\ \ / y^ u"*:^ '' oder — was dasselbe 

I ^,^_ '^*: — durch das Verhältnis 

^ ^ V = —Si seiner Winkel mit 
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den Grundatrahlöii' noch nicht ohne weiteres bestimmt, denn x bann 
sowohl in dem spitzen Winkel {ab) als auch in dessen Nebenwinkel, 
dem stumpfen Winkel (ftct'l liegen Um seine Lage eindeutig zu 
fixieren, berücksichtigen wir <lii 'RitMvm.q, in der ein Winkel {ab) 
durchlaufen itird dadurch, daß wir ihn etwa dann positiv wählen, wenn 
a duich Diehung im entsjegengesetzten Sinne der Drehung eines 
Uhizeigeis nach h gelangt Im anderen lalle ist dann der Winkel ne- 
gativ zn bezeichnen, so daß {ah) ^ — {ba) ist. Nunmehr isi in einem 
SfraMbuschel nach Festlegung zueiet Ortmdstrahlen a und h die Lage 
jedes dritten Shahles x dutch dat, Verhdtms ^ = ^ r^<: eindeutig ie- 
sUmmt(ß'ig.25(y). Liegt ,t zwischen a und h, so ist v positiv, und zwar =+0, 
wenn x auf a fällt, = + 1, wenn x auf die Halbierungslinie m Ton (ah) 





fällt und = + oo, wenn x auf h fällt. Liegt x in dem Nebenwinkel 

zu (ah) in (ba), so ist v negativ, und zwar = — oo, wenn x auf h fällt, 

=- — 1, wenn x auf die Halbierungslinie m' von (ha) fällt, und = — 0, 

wenn x auf a fallt. Umgekehi ist m jeder Lage von x das Verhältnis 

^'°^"^j eindeutig bestimmt. 

Hat man zwei beliebige Strahlen x und g, die den Winke! ah 

teilen, so kann man das Verhältnis der Verhältnisse — ,'., ■ ■/ /^ 
' sm{xb) mn{yh} 

oder kurz das Doppdverhältnis der vier Strahlen ahxy, das man auch 

(ahxy) schreibt, bilden. Dann ist wieder, unter Berücksichtigung der 

Vorzeichen, für jedes x und y der Wert (ahxy) eindeutig bestimmt. Liegen 

vier Strahlen ahxy so, daß ^^-f = - ^-^ ist, d. h. daß Winkel 

(ab) durch x und sein Nebenwinkel (ha) durch y im selben Verhältnis 

geteilt werden, so heißen diese vier Strahlen vier harmonische Strahlen. 

Das Doppeherhältnis derselben ist demnach = — l. Im hesonderen hüden 



y Google 



128 



III. Geometriaclie Verwandtschaften, 



also zwei Strahlen a und h mit den beiden aufeinander senkrecht stehen- 
den Halbierungslinien m und m' ihrer Winhel vier harmonische Strahlen 
(Fig. 251). 

81. Zwei koUineare Systeme ia beliebiger Lage. Der Funda- 
mentalsat^ der projektiven Geometrie. Nunmehr sind wir imstande 
die metrischen Beziehungen zweier in beliebiger nicht perspektiver Lage sich 
befindenden Jcollirtearen Systeme auszusprechen. Sie sind eüthaiteo in dem 
Fundamentalsfüs der projeJdiven G-eometrie, der lautet: In ZKei hoÜinearen 
Funkireihen ist das Doppelverhältnis von vier Punkten gleirh dem Doppel- 
verhältnis der vier ihnen entsprechenden Punkte. Es ist nämlich (Fig. 252): 

Dreieck ÄOX = -^h-ÄX = ^ax am (ax) 
und 

Dreieck BOX = ^A ■ X£ = l-bx sin (xl). 
Durch Division erhält man die Gleichung: 

■ AK a^Biniax) 
' XB b-amixb) ' 
Ebenso ist 

Dreieck AOY = f^h - AY = ^ay sin (ay) 



und 



Dreieck BOY=\h ■ YB = ^^by sin (yh). 



2) 



AY 
YB " 



° .(!?') 



Durch Division der Gleichungen 1) und 2) folgt schließlieh: 

AX_ AY _ sm.{ax) _ mu{ay) 

XB • YB sm{i6b) ■ siji(yb) 
Die hnke Seite dieser Gleichung ist aber das Doppel Verhältnis (ÄBXY) 
der vier Punkte A, B, X und Y. Dieses ist gleich einem Ausdruck, in 




welchem nur die Sinus der Winkel (ax), {xb), {ay) und {yl>) vorkommen, 
d. h. gleich einem Werte, der imr von diesen Winkeln abhängig ist. 
Schneidet man also die vier Strahlen a, b, x und y durch eine zweite 
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Gerade in den Punkten Ä', B', X', T', wobei die Strahlenwinkel un- 
Terändeit bleiben, so muß auch das Doppel Verhältnis von A', B', X' und Y' 
gleich dem Doppel Verhältnis von a, b, x und y sein (Fig. 253). Somit 
sind die Doppel Verhältnisse [ABXY') und (^'B'X'F') einander gleich. 
Die vier Pnakte AB X Y sind aber die Zentralp rojektionen der vier Punkte 
A'B'X'Y', so daß sich dieselben paarweise kollinear entsprechen. 

Man erkennt sofort, daß äie. nmnliche Besiehung auch für sii'ei 
lioUineare Strahlbüsckd gilt. Denn bei perspektiver Lage der beiden 
Büschel ist das Doppelverhältnis eines Strahlenquadrupels gleich dem- 
jenigen des entsprechenden, weil aie beide gleich dem Doppel Verhältnis 
ihrer vier Schnittpunkte auf der Kollin eationsachse sind. 





Nach dem Fundamentalsatze der projektiven Geometrie sind durch 
drei Punktepaa/re zwei koÜineare Punktreihen 'bestimmt, so daß zu jedem 
vierten Punkte der einen Eeihe der entsprechende der anderen konstruiert 
werden kann. Diese Konstruktion bietet keine Schwierigkeit, wenn sich 
die beiden Punktreihen bereits in perspektiver Lage befinden (Pig' 254). Ist 
dieses nicht der Fall, so können sie dadurch in perspektive Lage gebracht 
werden, daß man zwei entsprechende Punkte aufeinander fallen läßt. 
Man kann die vorliegende Aufgabe aber auch dadurch lösen, daß man 
eine dritte Punktreibe, die zu beiden gegebenen perspektiv liegt, zu Hilfe 
nimmt (Fig. 255). Diese wird dadurch gewonnen, daß man zunächst auf dev 
Verbindungslinie zweier entsprechender Punkte A und A' zwei Zentren 
und 0' wählt und von diesen die beiden anderen gegebenen Punkte- 

Hauck: nucBteUende Oeometrie. I. 8 
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paare B, G und B', C projiziert. Durch die kierdurck eilialtenen Punkte 
l und c ist die Hilfspunktreihe bestimmt. 

Auch zwei JcoUineare StraMbüsdid sind dv/rch drei Strahlenpaare be- 
stimmt. Soll zu einem beliebigen vierten Strahl der entsprechende kon- 
struiert werden, so kann dieses bei perspektiyer Lage der beiden Büschel 
ohne weiteres geschehen (Fig. 256). 
Liegen dieselben nicht perspektiv, so 
können sie in diese Lage dadurch 
gebracht werden, daß r 




ibene entsprechende Strahlen zusammenfallen läßt. Die vorliegende Auf- 
gabe ^ßt sich aber auch dadurch lösen, daß man ein drittes Strablbflschel, 
das zu beiden gegebenen perspektiv liegt, zu Hilfe nimmt (Fig. 257). 
Dieses wird dadurch gewonnen, daß man zunächst durch den Schnittpunkt 
zweier entsprechender Strahlen a und a zwei Punktreihen ABC . . . und 




A' B'C . . . legt. Da in diesen ihr Schnittpunkt A = A' sich selbst ent- 
spricht, so liegen sie perspektiv, es kanJi also ihr Projektionszentrum 0" 
als Schnitt von BB' und CG' bestimmt werden. 

Zwei kongruente oder zwei ähnliche Systeme in beliebiger Lage in 
derselben Ebene waren durch zwei Pnnktepaare, zwei affine durch drei 
gegeben. Zwei h)Uinea/re Systeme sind ntm durch vier entspredtende Funkte^ 
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paare so gegeben, daß mi jedmt wetteren Punkte der entsprechende hon- 
struiert werden Jsann (Fig. 258). Entsprechen z. B. den vier Punkten 
ABCD des eineE Systems die Punkte A' B'C'D' des anderen, und soll 
zu X der entsprechende Punkt X.' gefunden werden, so ziehe man etwa 
CX und AX, welche auf BA den Punkt | und auf BG den Punkt -tj 
ausschneiden. Bestimmt man nun die beiden Funkte %' und jj' so, daß 
das Doppelverhältnis {ABE%) = {A'B'E'l') und ebenso (CBFrj) = 
(O'B'F'tj') wird, so erhält man X' als Schnitt von |'(7' und ti'A'. 

82. Yerwandte Punttreihen und Strahlltüscliel. (Zusammen- 
stellung). Wir wollen nun noch einmal susammenstellen, in welcher 
Ziehung verwandte Punktreihcn und Strahl- 
büschel bei den vier projektiven Verwandt- 
schaften zueinander stehen. 




Bei kongruenten PunMreihen sind entsprechende Strecken jedesmal 
gleich: die eine Punktreihe ist die genaue Wiederholung der 
(Fig. 269). 

Bei ähnlichen Funkt- / , <^r ~ - 

reihen ist das Verhält- 
nis je zweier Strecken 
der einen gleich dem 
Verhältnis der ent- 
sprechenden Strecken 
der anderen: die eine 
Punkireihe ist die ver- 
größerte oder verklei- 
nerte Wiederholung der 
anderen (Fig. 260). 

Affine Punkkeih&n sind gleichfalls ähnlich (Fig. 261). 

Bei kollinearen Punkkeihen ist das Doppelverhältnis von je 
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Punkten der einen gleich dem Doppelverhälfcnis der entsprechenden vier 
Punkte der anderen: die eine Punktreihe ist die allgemeinste projektive 
Wiederholung der anderen (F'g- 262); zwei koUineare Punktreihen 
heißen daher auch projeMwe TwiktreiJien. 

Daher ist in kongruenten Punktreihen durch ein — in ähnlichen 
Punktreihen durch zwei — und in koUinearen Punktreihen durch drei 
oo CO oo Punktepaare zu jedem weiteren Punkte der ent- 

sprechende Punkt bestimmt. 

Beachtenswert ist der sukzessive Fortschritt: 

hj}' Gleichheit der Strecken (Kongruenz), Gleichheit 

der Verhältnisse der Strecken (Ähnlichkeit und 

Affinität) ttleichheit der Verhältniese der Ver- 

hiltnis'ie dei btrecken (Kolli neation). 

Bemerkt sei noch, daß koUineare Tunkt- 
letheti dann afmlich sind, wenn sich iJweunend- 
Iithfei neu Funlte gegenseitig entspreclien{Wig.2Q3). 
In zwei kongiuenten Strahlbiiseheln sind 
je zwei entsprechende Winkel einander gleich: 
das eine Strahlbüschel ist die genaue Wieder- 
holung des anderen. 

Dieselbe Beziehung findet auch bei Strahl- 
büscheln zweier ähnlicher Systeme statt. 

In zwei 'koUinearen Strahlbüscheln ist das Doppel Verhältnis von je 
vier Strahlen des einen Büschels gleich dem Doppelverhältnis der ent- 
sprechenden vier Strahlen des anderen: das eine Büschel ist die all- 
gemeinste projektive Wiederholung des anderen; zwei kollineare Strahl- 
büschel heißen daher auch projektive Strahlbüschel. 

Dieselbe Beziehung findet auch bei entsprechenden Strahlbüscheln 
zweier affinen Systeme statt. 



83. Das YOllständige Vierseit. Wir wollen noch als Anwendung 
den wichtigen Satz beweisen, daß in einem voUsiämdigen Vierseit je zwei 
Ecken imd die beiden Schnittpunkte ihrer Verbindmigslmie mit den beiden 
anderen Diagonalen vier ha/rmonische Punkte bilden (Fig. 264 a), Der Be- 
weis wird durch Vergleichen der Figur mit einer speziellen Zentralpro- 
jektion derselben geführt, nämlich mit einer solchen, bei der sich zwei 
Punkte der Figur ins Unendliche projizieren (Fig. 264b). Bei dieser Pro- 
jektion wird die Entfernung zweier im Endhchen liegenden Eckpunkte 
durch die betreffenden beiden Diagonalen in der Mitte und im unend- 
lich fernen Punkte derselben geschnitten. Die beiden Eckpunkte bilden 
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also mit diesen beiden Diagonalschnittpuntten vier harmonische Punkte. 
Diese Eigenschaft der genannten vier Punkte ist aber unabhängig von 
der durch Projektion hervorgerufenen speziellen Lage, gilt also auch 
für das vollständige Vierseit mit sechs im Bndlichen liegenden Eck- 
punkten, 

Dieser Satz läßt sich dazu verwerten, um sm drei gegebenen PutiMen 
emer Pwnktreihe den vierten harmonischen nur 
mit Hilfe eines Lineals zu konstruieren. Es sei 
noch bemerkt, daß der Satz gewöhnlich am 
Schlüsse der eu- 
klidischen Geome- 
trie recht mühsam 
bewiesen wird. 
Der Grund hierfür 
ist darin zu su- 
chen, daß Euklid 
au seinen Bewei- 
sen nur die Verwandtschaften Kongruenz, Ähnlichkeit und Flächengleich- 
heit benutzt, daß also der Beweis eines Satzes, dessen Natur entschieden 
auf die Verwandtschaft der Kollineation hinweist, nur unter Benutzung 
der dem Euklid bekannten Verwandtschaften unnatürlich und daher 
schwerfällig ausfallen muß. 




IV. Teil. 

Kurven. 

X. Kapitel. 

Ebene Kurven. 

84. Begriff der ebenen Knrre. Mne ebene Kurve wird dwch Be- 
wegung eines Pmiktes in einer Ebene erzeugt. Damit sie einer mathe- 
matischen Behandlung fähig sei, muß die Bewegung des sie erzengen- 
den Punktes nach einem bestimmten, mathematisch ausdrückbaren Gesetze 
derart verlaufen, daß in keinem Momente der Bewegung ein Zweifel 
über die unmittelbar folgende Lage des Punktes herrscht. Ist das Be- 
wegungBgesetz eines Punktes gegeben, so kann man eine beliebige An- 
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zahl von Lagen des Punktes konstruieren. Unter der Aufgabe: eine Kurve 
zu ermitteln, versteht man also, eia Gesetz zu finden, durch welches 
einem Punkte vorgeschrieben wird, sich auf der gesuchten Kurve zu be- 
wegen. Dieses Gesetz wird am besten mit den Hilfsmitteln der analy- 
tischen Geometrie durch eine Gleichung in x und y ausgedriiekt. Kann 
aus der Gleichung nicht direkt eine geometrische Konstruktion einzelner 
Kurvenpunkte abgeleitet werden, so müssen einzelne Punkte durch Be- 
rechnung von y zu einzelnen Werten — etwa 0, 0,5, 1, 1,5 usw. -— 
von X bestimmt werden. Hat man einzelne Kurvenpunkte konstruiert, 
Bo verbindet man dieselben nach später anzugebenden Gesichtspunkten. 



85, Die Tangente. Dreht man eine Sekante einer Kurve um einen 
ihrer Schnittpunkte, bis der nächstbenachbarte Schnittpunkt mit dem 
Drehpunkte zusammenfällt, so ist insofern eine Grenzlage der Sekante 
erreicht, als bis dahin der Schnittpunkt immer auf derselben Seite vom 
Drehpunkt bheb, während er bei stetigem Weiter- 
drehen der Sekante über die Grenzlage hinaus auf 
die andere Seite derselben rückt (Fig. 265). In der 
beschriebenen Grenzlage heißt die Sekante Tangente 
der Kurve. Eine Tangente hat also mit der Kurve 
im Berührungspunkte zwei zusammengefallene Punkte gemein; da aber 




beim Zusammenfallen der bf 
aehieht, nicht gleichg^tig, di 
bestimmten Sekante nicht w 
; dadurch aus, daß ra\ 



ter Richtung) einander unendhch ] 



[den Punkte die Richtung, in der ( 

ie Richtung der durch die beiden Punkte 

llkürlich geworden ist, so drückt man 

: Die beiden Punkte sind (in bestimm- 
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die Kurve 
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bestimmte Aufeinanderfolge ihrer unendlich 

Das unendlich kleine Kurven Stückchen zwischen 
zwei unendlich benachbarten Kurvenpunkten heißt 
Kur veti- Element. Dasselbe kann als geradlinig an- 
gesehen werden, und man kann sich die Kurve 
als aus ihren Elementen zusammengesetzt vorstellen, 
d. h. als polygonalen Zug ihrer Elemente. Die 
Tangente ist dann nichts anderes als die Verlänge- 
rung eines Elementes (Fig. 266), und die Kurve er- 
scheint als von ihren sämtlichen Tangenten umhüllt 
(Fig. 267). Sie hami daher auch dadurch erzeugt 
sich eine Gerade gesetzmäßig hewegt und die Kurve dabei 
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Diejenige Gerade, die auf der Tangente im Berührungspunkte 
senkrecht steht, heißt Normale (Fig. 2G8). 

86. Singularitäten und Besonderheiten. Je nachdem L 
man eine Ifurve von der Seite, auf welcher die Taugent 
Punktes liegt, betrachtet, oder von der entgegengesetzten, sagt I, 
man, sie sei im Berührungspunkte Jionvex oder konkav. 

Bin Punkt, in dem ein Wechsel von Konvexität und Konkavität 
stattfindet, heißt ein Wendepunkt oder ein In flexion spuckt (Fig. 269). In 
einem solchen Punkte muß daher die Tangente, die dann Wendetangente 
heißt, von der einen, Seite der Kurve auf die andere übergehen, was 
ohne Unterbrechung der Stetigkeit nur möglich ist, wenn sie mÜ der 
Km^e drei aufeinanderfolgende Punkte gemein hat, oder wenn mcei be- 
nachbarte Kurvenelemente in gerader Linie liegen (Fig. 270). Die Kurve 
schmiegt sich daher in diesem Punkte besonders innig an ihre Tangente 
an. Betrachtet man in der Nähe eines solchen Punktes die Kurve als 
erzeugt durch Umhüllung ihrer Tangenten, so ändert sich in ihm der 
Drehungssinn derselben: Der Winkel zweier aufeinanderfolgender Tan- 
genten wird immer kleiner, erreicht im Wendepunkt selbst den Wert 
und wird dann negativ. Die Bewegung der Tangente is 
also im Wendepunkte stationär geworden. 



Auch der die Kurve erzeugende Punkt kann in seiner 1 
stationär werden, d. h. seine Geschwindigkeit wird immer kleiner, nimmt 
den Weit an und wird von hiei ab negativ, wobei der Punkt selbst 
aich rückläufig bewegt An emei soluhen Stelle der Kurve tritt dann 
eme Spitze odei ein Bucklehrpunlt auf (_Pig. 271). 

E'^ küi nen endlich noch gleich<^eitig der die Kurve erzeugende Punkt 
und die aie umhüllende Tangente m ihrer Bewegung stationär werden- 
Es entsteht dann ein '^chnah'J (Fig 272) Wegen des Stationärwerdens 
der Tangente müssen siih in tmem 'Schnabel die beiden Zweige der 
Kune her ihren, andernfalls wire die Kurve aus zwei verschiedenen 
Kurven zusammengesetzt 

Daduich, daß eme Kurve cme Schleife bildet, entsteht ein Doppel- 
puitJ,f oder auch ein mehrfacher Punkt, in dem natürlich die Tangenten 
an die verschiedenen 7weige verschieden Mnd (Fig. 273). 

Dine Kui^e kann ein Dopi eltingente mit zwei getrennten Beruh- 
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mngspunkten besitzen; sie hat dann entweder eine ScMeife oder eine 
UndulaHon (Fig. 274). Fallen bei letzterer die beiden Berührungspunkte 
der Doppeltangente zusammen, ao entsteht ein Undtdatio-n^mnkt. In 
diesem steht die Kurve mit ihrer Tangente in einer vierj)unhtigen Be- 
rührung (Fig. 27Ö). 

Eine Kurve kann so beschaffen sein, daß zu jedem ihrer Punkte 
ein in bezug auf eine Gerade — die Symmetralachse — symmetrisch 
gelegener Kurvenpunkt exi- 
stiert, Durchschneiden die 
Verbindungslinien je zweier 
symmetrischer Punkte die 
Achse rechtwinklig, so heißt 
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die Symmetrie rechlwinMig (Fig. 276). Bei ecbiefera Durchschnitt nennt man 
sie schiefe Symmetrie (Fig. 277). Der Schnittpunkt der Symmetralachse 
mit der Kurve heißt im ersteren Falle kurzweg 
Sclieitel, im letzteren schiefer Scheitel. 

Eine Kurve kann in zwei Zweige oder Äste 
zerfallen, -■o daß beide zusammen erat die ganze 
Kurve ausmachen (Fig. 278). Ein Zweig kann 
auch zu einem Punkte zusammenachrumpfeu , der 
dann isolieiter FunU heißt (Fig. 279). 

Von dem Übergang der dnzdnen Singulari- 
täten tn einander kann man eich eine gute Vor- 
stellung machen, wenn man die Schnittkurvo einer 
Fläche mit emer sich stetig verändernden Ebene 
betrachtet. Als Beispiel diene die Bohnenfläehe. 
In Figur 280 sind die verschiedenen Lagen, der 
die Bühne schneidenden Ebene und die entsprechen- 
den Schnittkurven mit gleichen Zahlen bezeichnet. 
Auch dadurch, daß man das Bewegungsgesetz 
^ des Punktee, der eine Kurve erzeugt, stetig ändert, 
kann man einzelne Singularitäten in andere über- 
) führen. Als Beispiel hierfür diene die gemeine 
Zyldöide. Dieselbe wird von einem Punkte der 
Peripherie eines Kreises beschrieben, wenn dieser 
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oime zu gleiten auf einer Geraden entlang rollt (Fig. 281, mittlere 
Kurve), 

Um die Zykloide zu zeichnen, denkt man sieh die rollende Be- 
wegung in eine drehende und eine fortschreitende zerlegt. Nach einem ein- 
mahgen Umlauf hat sieh der Kreisnmfang einmal anf der Bahn abge- 
wickelt. Der hierbei zurückgelegte Weg des Kreismittelpunktes ist ebenso 
groß, also auch gleich 2r% oder gleich -j^ des Kreisdurchm esaers. Teilt man 
diese Strecke in acht gleiche Teile, so geben die TeUpunkte die Lage des 
Zentrums von Achtels- zu Achtelsumdrehung. Der Radius, an dessen Ende 




sich der erzeugende Punkt befindet, hat sich dabei jedesmal um -| ■ 360** 
weiter gedreht. Man braucht also nur den Kreis in acht gleiche Teile 
zu teilen und zu den darch diese Teilpunkte bestimmten Radien der 
Reibe nach Parallelen zu ziehen, um die Lagen des erzeugenden Punktes 
nach je einer Achteldrehung des Kreises zu erhalten. Die ganze Kurye 
besteht aus unendlich vielen solcher Bögen, deren jeder eine Sjmmetral- 
achse hat. Je zwei benachbarte Bögen stoßen in einem Bückkehrpunkte 
zusammen. 

Die Kurve, die von einem Punkte innerhalb eines Kreises beschrieben 
wird, wenn dieser wie vorhin rollt, heißt verlängerte ZyJclmde (Fig. 281, 
untere Kurve'). Ihre Konstruktion bietet nach dem Vorangegangenen 
keine Schwierigkeit. Die Rückkehr punkte der gemeinen Zykloide haben 
sich hier zu Scheitelpunkten verflacht; die Kurve besteht aus einer Auf- 
einanderfolge von Undulationen. 

Ein Punkt endlich auf der Verlängerung eines Radius beschreibt 
eine verhmzte Zykloide (Fig. 281, obere Kurve). Statt der Spitzen treten 
hier Schleifen auf. 

87. Die Krümnmng etiener Kurven. Jeder Kreis hat in allen 
seinen Pwnkten dieselbe Krümmung, die durch den Wert — gemessen wird. 
Iq einer Kurve nimmt dieselbe von Punkt zu Funkt ab oder zu. Sie 
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kann aber in jedem Punkte verglichen werden mit der Krümmung eines 
Kreises, der sich der KuiTe in dem betrachteten Punkte besonders innig 
anschmiegt. Zieht man nämlieh in einem Punkte Ä einer Knrye die 
Normale und zeichnet einen Kreis, dessen Mittelpunkt auf riie'sei liegt, 
und der die Kurve in A berührt, also 7wei unendlich nahe oder zu- 
sammenfaUeudö Punkte mit ihi gemein hat so wiid dei Kreis die Kurve 
im illgememen noch in einem Punkte 
B schneiden fPig 2^*J} Bei geeigne- 
ter \eiindening des Kreisiadius nähert 
sich £ dem Punkte A und fallt bei 
einer bestimmten Große mit 1 zusam- 
men um bfi noch weiteigehender Ver- 
mderung des ßidius luf der anderen 
Seite von A aufzutreten In dei be- 
'-chriebtnen Grenzlige hit der Kreis 
außer den beiden unendlich nihen 
Punkten m A noch einen dritten mit 
diesem zusammentaÜLnden Punkt mit 
der Kurve gamein. Er f-chmngt sich dabei der Kuive inniger an als 
jeder andere, der nur zwei zusammenfallende Punkte mit der Kurve 
gemein bat. Er heißt Oskulationskreis oder . 
trachteten Kurvenpunktea A. Sein Halbmesser p heißt , 
messer und die Krümmung der Kurve in A mißt man durch den Wert 
- ■ ■ Der Mittelpunkt des Krümmungski eises wird Krümmungsmiitelpunkt 
genannt. Der Krümmungskreis gehl im Berührungspunkte von einer Seite 
der Kurve mr anderen über, während jeder andere Berührungskreis auf 
derselben Seite der Kurve bleibt. 

In einem Scheitelpunkte fällt gleichzeitig mit dem vorhin betrach- 
teten Punkte B auch noch der symmetrische Schnittpunkt B' mit A 
zusammen, so daß also in einent ScheitelpunMe der 
Krümmungskreis mit der Kurve eine vierpunkUge, noch 
innigere Berührung hat und daher auf derselben Seite 
der Kurve bleibt (Fig. 283). 

Auch wenn man sieh die Kurve wieder aus 
ihren Elementen zusammengesetzt denkt, läßt sieh 
die Bedeutung des Krümmungskreiaes für einen Kurven- 
punkt leicht erkennen. Die Krümmung einer Kurve 
ist nämlich umso größer oder kleiner, je größer oder kleiner die ßdeh- 
tungsänderung des sieh bewegenden Punktes an der betreffenden Stelle 
ist. Die Eichtung aber wird durch die jedesmalige Tangente angezeigt, 
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also die Richtungsänderung durch den Winkel zweier aufeinanderfolgender 
Tangenten oder Elemente, den man den Kontingenzwinkd oder Krüm- 
mungsioinkd nennt (F^. 284). In einem ivreiss sind nun alle Kontingenz- 
winke! gleich groß (Fig. 285). Umgekehrt entspricht einem hestiramteo 
Kontingenzwinkel ein ganz bestimmter Kieis. Daher kann derjenige 
Kreis, dessen Kontingenzwinkel ebensogroß ist wie derjenige eines be- 




stimmten Kurvenpunktes, so gelegt werden, daß die beiden Elemente 
des betrachteten Kurrenpunktea mit zwei Elementen des Kreises zu- 
sammenfallen (Fig. 286). Dieser Kreis, der also mit der Kurve swei 
Ehmettie gemein Jtat, ist wieder der Krümmungsh-eis. 

Der KrUmmungsmittelpuukt erscheint bei dieser Betrachtung als 
Schnittpunkt der Mittellote der beiden Elemente oder als Scbnittpuokt 
^vdvente^ zweier unendlich naher Normalen. 

88. jBie Evolute. Ein beaondLr« ansr baulich es 
Bild von den Kr ümmungs Verhältnissen einei Eurve ge- 
währt der geometrische Ort der Kmmmunq^mittdpunkte 
der Kurve: die Evolute. Da jeder Krüm muogsmittelp unkt 
als Schnittpunkt zweier uneadiicb benachbarter Normalen 
aufgefaßt werden kann, so kann die Evolute durch Um- 
hüllung sämtlicher Normalen erzeugt werden (Fig, 287). 

Interessant ist der Einfluß einer 
Singularität einer Kurve auf den Ver- 
lauf ihrer Evolute. Bei einem Scheitel / 
erlangt der Krümmungsradius 
weder ein Maximum oder ein Min 
'y. ^^^ Dieses bat einen Rückkehr punkt der 

Evolute zur Folge (Fig, 288). In einem 
Wendepunkte wird q = co oder =0. Die Evolute geht dabei von einer Seite 
der Kurve zur anderen über und zwar bei p =• oo durchs Unendliche 
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hindurch (Fig. 289), während sie bei p = die Kurve schneidet (Fig, 290). 
Ähnlich sind die Verhältniase bei einem Rüekkehrpunkte (Fig. 291 
und 292). 

Nach der Erklärung der Evolute steht sie mit ihrer Kurve in der 
Beziehung, daß die Normalen einer Kurve Tangenten ihrer Evolute, und 




Pankte der Evolute Kr iimmungsmitfcelp unkte der Kurve sind. Es kann 
nun die Evolute als ursprüugliche Kurve betrachtet und die andere, die 
dann Evolvente heißt, aus ihr dadurch abgeleitet werden, daß man sich 
die Evolute als Scheibe denkt, um die ein Faden gewickelt ist. Wickelt 
m diesen so ab, daß er stets gespannt bleibt, so be- 
schreibt sein Endpunkt die Evolvente, denn dieses Ab- 
wickeln kann als sukzessives Drehen um die aufeinander- 
folgenden Berührungspunkte der Evolute mit ihren Tan- 
genten aufgefaßt werden (Fig. 293), Diese Vorstellung 
ist die urspi-iin gliche; auch die Namen Abgewickelte oder 
Evolute und Abwickelnde oder Evolvente kommen daher. 
Denkt man sich den Faden ersetzt durch eine Tan- 
gente, die sich auf der Evolute ohne zu gleiten abwälzt, 
so erkennt man, daß sich die Evolvente mit einer Spitze, 
auch Ursprung der Evolvente genannt, auf die Evolute auf- 
setzt. Da ferner jeder Punkt der sieh wälzenden Tan- 
gente eine Evolvente beschreibt, so folgt, daß jede Kurve 
unendlich viele Evolventen hat. Dagegen gehört su jeder Evolvente nur 
eine gcmz bestimmte Evolute. 

89. Die Evolvente. Liegt irgend eine Kurve vor und soll ihre 
Evolvente gezeichnet werden, so kann dieses durch Rektifikation dadurch 
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J man mittelst einer kleinen Zirkelöffnung das abgewickelte 
Stück der Kurre auf eiuer Anzahl von Tangenten abträgt. Die Zirkel- 
Öffiiung ist dabei ao klein zu wählen, daß das zwisehen den Zirkelspitzen 
liegende BogenstÜck ala geradlinig angesehen werden kann; sie muß 
daher desto kleiner sein, je stärker die Krümmung ist. 

Als Beispiel möge die Evolvente eines Kreises gezeichnet werden 
{Fig. 294). Um einzelne Punkte derselben zu finden, verfährt man etwa 
so, daß man auf der Kr ei stau gen te im Ursprung der zu zeichnenden 
Evolvente den Kreisumfang, also y des 
Darchniesaers, abträgt und diese Strecke 
ebenso wie den Kreis selbst in 12 glei- 
che Teile teilt. In jedem Kreisteilpunkte 
wird dann die Tangente gezeichnet und 
auf dieser das betreffende abgewickelte 
Stück des Kreises, das man auf der 
Tangente im Ursprung bereits bestimmt 
hat, abgetragen. 





Die Kreisevolvente hat unendlich viele Umgänge, die spiralig ins 
Unendliche verlaufen. Jede Kreistangente ist gemeinschaftliche Normale 
an sämtliche Urninge, die auf einer Kreistangente den Abstand 2rx 
voneinander haben. Im Ursprung der Kreisevolvente setzt sich ein sym- 
metrischer Zweig au. Ihre Gestalt ist vom Ursprung unabhängig; daher 
sind alle Evolventen desselben Kreises einander kongruent. 

Eine Kv/rve kann sich durch Evolution, selbst reprodMgieren. Dieses 
ist z. B. bei der Zykloide der Fall und hat praktisch dadurch eine be- 
sondere Bedeutung, daß ein Fadenpendel, " das in einer Spitze einer nach 
unten konvexen Zykloide aufgehängt ist, nicht wie ein gewöhnliches 
Pendel in einem Kreise, sondern in einer Zykloide schwingt. Ein solches 
Pendel schwingt stets — unabhängig von der Größe des Ausschlages — 
isochron. 
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90. Einteilung der ebenen KuiTen, Eine Kurve beißt cdgebraisch 
oder transzendent, je nachdem die Gleichung, durch die sie mit den Hilfs- 
mitteln der analytischen Geomefa-ie in Punktkoordinatea dargestellt wird, 
algebraisch oder transzendent ist. Eine algebraische Kurve heißt van der 
«**" Ordnung, wenn ihre Gleichung vom n""^ Grade ist. Die Knrve hat 
dann mit einer geraden Linie n Schnittpunkte gemein. Dabei ist es 
freilich nötig, von der Änalysis den Begriff des Imaginären zu entlehnen. 
Denn einzelne Schnittpunkte können für die greifbare Wirklichkeit ver- 
scbwindeüj existieren aber in der Idee fort; sie sind im gewöhnlichen 
Sinne latent geworden. Ändert man die Lage der schneidenden geraden 
Linie allmählich, so werden stets swei reelle 
Schnittpunkte gleichzeitig imaginär, nachdem 
sie vorher zusammengefallen sind (Fig. 296). 
— Transzendente Kurven haben mit einer Ge- 
raden unendlich viele Schnittpunkte gemein. 

Auch wenn eine Kurve, durch Umhüllung einer Geraden erzeugt 
wird, also ihre Gleichung in Linienkoordinaten ausgedrückt ist, heißt 
dieselbe transzendent oder algebraisch, je nach der Beschaffenheit der 
Gleichung. Ist eine Kurve als Puaktkurve transzendent, so ist sie es 
auch als Tangentengebilde. Eine algebraische Kurve heißt von der k"" 
Klasse, wenn ihre Gleichung in Linienkoordinaten vom k^^ Grade ist. 
Es lassen sich dann von einem Punkte k Tangenten an die Kurve legen, 
von denen natürlich auch einige imi^inär werden können. — An eine 
transzendente Kurve lassen sich von einem Punkte unendlich viele Tan- 
genten legen. 

Zwischen der Ordnung n und der Klasse k einer Kurve iesteht die 
Seniehung: n = kik — 1). Ist demnach eine Kurve von der zweiten 
Klasse, so ist sie auch von der zweiten Ordnung, und umgekehrt. 

Dieses Einteilungsprinzip der Kurven ist für die projektive Geometrie 
außerordentlich wichtig. Denn projiziert man eine Kurve mit schnei- 
dender Geraden, so projiziert sich jeder Schnittpunkt wieder als Schnitt- 
punkt, d, h. eine Kurve n^ Ordnung projiziert sich wieder als Kurve 
n'" Ordnung; die Ordnungssahl ist also eine projektive Eigenschaft. Das- 
selbe gilt von der KlassensaM, da sich eine Tangente stets wieder als 
Tangente projiziert. 

Von einer algebraischen Kurve «"" Ordnung existieren nun ver- 
schiedene Typen. Von diesen sind die einzelnen nach dem vorigen ans 
einander durch ProjekOon ableitbar und haben gewisse Eigenschaften, 
nämlich die projektiven, gemeinsam. Die einzelnen Typen sind dabei 
wesentlich durdt ihr Verhalten im Unendlichen gekennzeichnet. Da näm- 
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lieh eine Kurve im Unendlichen nicht aufhören — im Sande verlaufen ■ — 
kann, denn sonst würde sie ja bei ihrer Projektion in der Fluchtlinie 
aufhören, also eine Unterbrechung ihrer Stetigkeit haben, so sind nur 
drei Möglichkeiten vorhanden. Entweder liegt ein Kurvenzweig ganz im 
Endlichen (hat elliptischen Charakter) oder er berührt die unendlich ferne 
Gerade seiner Ebene {h&i parabolischen CharaMer) oder er schneidet diese 
(hat hyperbolischen Charakter). Im letzten Falle hat die Kurve eine 
Tangente, deren Berührungspunkt 
im Unendlichen liegt. Eine solche 
Tangente in einem unendlich fernen 
Punkte einer Kurve heißt Asymptote 
(Fig. 297). Diese ist also für die 
Kurve durchaus nichts Besonderes 
oder Singuläres. Bemerkt sei noch, 

daß jede algebraische Kurve eine geschlossene ist oder sich aus ge- 
schlossenen Teilen zusammensetzt. 



91. Das Zeicliicii von Kurven. Um eine Kurve mögliehst genau 
zeichnen zu können, muß eine hinlängliche Zahl ihrer Punkte und Tan- 
genten konstruiert werden. Man darf aber nicht annehmen, daß die Ge- 
nauigkeit um so größer wird, je mehr Punkte und Tangenten bekannt 
sind. Denn das Auge ist für den schönen Verlauf einer Kurve außer- 
ordentlich empfindlich und wird durch eine nicht stetige, also sprung- 





weise Änderung der Krümmung, die es ala unschön empfindet, sofort 
verletzt. Wenn daher zwei schon konstruierte Kurvenpunkte nicht zu 
weit auseinander liegen, so interpoliert das Auge zwischen ihnen weitere 
Punkte im allgemeinen viel genauer, als solche mit Zirkel und Lineal 
konstruiert werden können. Wie empfindlich das Auge für eine plötz- 
liche Änderung der Krümmung ist, zeigt deutlieh der Vergleich einer 
Ellipse (Fig. 298) mit einer aus vier Kreisbögen zusammengesetzten ähn- 
lichen Linie, die man Korbbogen (Fig. 299) nennt. Auch für Symmetrie- 
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Verhältnisse ist das Auge sehi' empfindlich; existiert also eine Symmetral- 
aohse, so muß diese gezeichnet werden. Man tut daher gut, sv/nächst 
nicht aihuviel Punkte der Kurve zu konstruieren, unter denen natürlich 
alle wichtigen, z. B. die singulären, sein sollen. In geeigneten Punkten 
fügt man noch die Tangerdm hinzu und schaltet erat später da, wo es 
notwendig sein soUte, noch weitere Kurvenpunkte und Tangenten ein. 
Das Verbinden der einzelnen Punkte unter Berücksichtigung der 
gezeichneten Tangenten geschieht mis freier Hand mit weichem Bleistift. 
Keinesfalls darf dabei das Kurvenlineal benutzt werden, da dabei sehr 
leicht gänzlich verkehrte Krümmui^änderungen entstehen konnten. Da- 
gegen ist bei sehr langen und wenig gekrümmten Kurven, wie sie im 
Schifibau häufig vorkommen, die Anwendung einer biegsamen Latte von 
Nutzen. Erst wenn die Kurve in Bleistift sorgfältig gezeichnet ist, wii^d 
sie mit Tusche ausgezogen. Dieses geschieht entweder gleichfalls aus 
freier Hand, indem man mit einem Zeiehenffdtrchen strichelnd die 
Kurve nachzieht, oder indem man unter Benutzung eines Kurvenlineals 
mit der Reißfeder zeichnet. Ersteres ist bei starken Krümmungen das 
einzig mögliche Verfahren. — Wird eine Kurve duiuh Umhüllung ihrer 
Tangenten erzeugt, so wird die Kurve selbst überhaupt nicht gezeichnet, 
— Beim Ausziehen größerer Zeichnungen ist es, wenn nicht andere 
Rücksichten dagegen sprechen, im allgemeinen zweckmäßig, zuerst die 
wr]commenden Kreise, dnnn die Kurven- und eiMetst die Geraden zu 
zeidmen. 



XI. Kapitel. 

Kurven 11. Ordnung. 

92. Die drei Typen der Kurven n. Ordnung, Die weitaus 
wichtigsttn Kurven für den Tecbnikei sind die Ktrieu sutiU) (Jidnnng, 
d h diejenigen Kurten die lon einer ireraden m zuen und nur zuei 
iedlen oder imajinaten Pimkten geschnitten uetden Nach dem m § 90 
Gesagten kann es nur d)ei Typen derselben geben denn auch de un- 
endlich ferne Gerade kann mit einer solchen Kurvp nui zwei leelle zwei 
zusammenfallende jder zwei imaginaie Schnittpunkte tesitzen Im eisten 
Falle heißt die Knive Hifpethel im zweiten Parabel und im dntten 



Ist ein Typus von diesen dreien bekannt, so sind die andern 
durch Zentralprojektion desselben ableitbar. Da nun der Kreis zu den 
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Kurven zweiter Ordnung gehört — er hat einen ellipfciachen Typus — so 
müssen dwrch geeignete Projektionen des Kreises die übrigen Typen her- 
stellhar sein. 



93. Zentralprojektioii eines auf der Zeiclienebeiie senkrecht 
stehenden Kreises und Erzeugung der drei Typen durch verschie- 
dene Lagen des Pro- 
jektionszentrums. Wir 

wollen die Horizontal- 
ebene als Zeichenebene 
benutzen, und es stehe 
die Ebene des zu pro- 
jizierenden Kreises senk- 
recht auf beiden Pro- 
jektionsebenen, 80 daß 
sich der Kreis in beiden 
Projektionen als gerade 
Linie darstellt. Wir 
teilen denselben in zwölf 
gleiche Teile und proji- 
zieren diese zwölf Punk- 
te von einem Projek- 
tionszentrum aas auf die 
Bildebene, Um die zwölf 
Punkte des Kreises in 
beiden Projektionen 
markieren zu können, 
klappen wir denselben 
in die Zeichenebene um 
und übertragen aus der 
Umklappung die Teil- 
punkte auf die Projek- 
tionen. Das Projektions- 
zentrum möge der Ein- 
fachheit halber in einer 
vertikalen Ebene liegen, 
die senkrecht auf der 
Kreisebene steht und 
durch den Mittelpunkt des Kreises hindurchgeht. 

Wir wählen das Projektionszentrum zunächst so Jioch, i 
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gelegte Ebene paralld zur Zeickenebene den Kreis nieM mehr 
schneidet und bestimmen die Schnittpunkte der durch die zwölf Kreis- 
punkte gezogenen Projektionestrahlen mit der Zeichenebene (Pig- 300). 
In diesem Falle triift jeder derselben die Zeichenebene in einem end- 
lichen Punkte, man erhält den allgemeinen elliptischen Typus der Kurven 
zweiter Ordnung, kurz eine Ellipse. 
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Wählt man zweitens das Projektionszenimm so hoch, daß die du/rch 
dasselbe gelegte Ebene parallel swr Zeickenehme den Kreis in seinem Mch- 
sien Punkte berührt und führt dieselbe Konstruktion aus wie bei der 
ersten Lage des Projektionszentruma, so projiziert sich der höchste 
Punkt dea Kreises, aber auch nur dieser, ins Unendliche (Fig. 301). Die 
Projektion der Tangente im höchsten Punkte des Kreises wird dann 
zur unendlich fernen Geraden, diese ist also Tangente an die Kurve in 
deren unendlich fernem Punkte. In diesem Falle erhält man den para- 
bolischen Typus der Kurven zweiter Ordnung, kurz eine Parabel. 

Wählt man endlieh das Projelitonssenirum so tief, daß die durch 

dasselbe gelegte Ebene paraUel mr Zekkenebene den Kreis schneidet und 

Ellipse 

Parabel^—r 




in einen oberen und unteren Bogen teilt (Fig. 302), und führt man mit den 
Kreispunkten, besonders auch mit den Endpunkten der beiden Bögen 
wiederum dieselbe Konstruktion aus, so projizieren sich eben diese beiden 
Endpunkte der beiden Kreisbögen ins Unendliche (Fig, 303). Die Ver- 
bindungslinie derselben projiziert sich als unendlich ferne Gerade, und 
die Projektionen der beiden Tangenten in ihnen berühren die Kurve in 
ihren beiden unendlich fernen Punkten, sind also Asymptoten. Man er- 
hält in diesem Falle den hyperbolischen Typvs der Kurven zweiter Ord- 
nung, kurz die Hyperbel. 

Während die Ellipse eine ganz im Endliehen liegende geschlossene 
Kurve ist, sind Parabel und Hyperbel zwar auch geschlossene Kurven, 
indessen sehließt sieb die Parabel erat im Unendlichen, die unendlich 
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ferne Gerade berührend, während die Hyperbel im Endlichen in zwei 
getrennte Zweige zerfällt, die aber im Unendlichen miteinander zn- 
sammenhängea, die unendlich ferne Gerade in zwei Punkten schnei- 
dend. 

TJm den Verlauf der Kurve in der Zeichenebene mögliehst korrekt 
zu erhalten, ist es zweckmäßig in den einzelnen Kurvenpunkten die Tattr- 
gmten Mmusufügm. Es ist das mit Rücksicht darauf nicht schwierig, 
daß die beiden Tangenten in einem Kreispunkte und in seiner Projektion 
sich auf der Umklappungsspur der Kreiaebene — der Kolhneations- 
achse — schneiden müssen. Äueh berücksichtige man SymmetrieverJiält- 
nisse, die durch die Achsen der Kurven entstehen und übertrage mit 
Rücksicht hierauf direkt einzelne Punkte von der einen Seite der Kurve 
nach der anderen. Zwar wird das Vorhandensein von Symmetrieachsen 
bei den Kurven II. Ordnur^ erst später entwickelt, doch darf für das 
Zeichnen der Kurven der Begriff „Achse" als bekannt vorausgesetzt 
werden. Man beachte ferner, daß die äußersten Projektions strahlen die 
Kurve berühren müssen. 

Zum liorrekt&^ Zeichnen der Hyperbel ist endlich das vorherige Zeichnen 
ihrer Asymptoten unerläßlich; deren Schnittpunkt ist die Projektion des 
Schnittpunktes der beiden Kreistangenfcen, die sich als Asymptoten pro- 
jizieren; ihre Richtung ist dadurch bekannt, daß sie parallel verlaufen 
mit denjenigen Projekt ionsstrahlen, die durch die sieh ins Unendliche 
projizierenden Kreispunkte hindurchgehen (Fig. 302). Als Genauigkeits- 
probe kann noch die Bedingung benutzt werden, daß ihr Schnittpunkt 
in der Mitte zwischen den beiden Scheitelpunkten liegt. 

Schließlich ist es nicht unwichtig, sieh klar zu machen, in wdcher 
Weise die drei Typen inemander übergehen. Man wähle zu diesem Zwecke 
das Projektions Zentrum etwa wieder da, vro es eich befand, als die Ellipse 
entstand (Fig. 302j, und lasse nunmehr allmähhch das Projektions Zentrum 
tiefer und tiefer hemntersinken. Es wird dann die Ellipse immer mehr 
langgestreckt, bis schließlich einer ihrer Punkte ins Unendliche fällt, sie 
ist in diesem Momente zur Parabel geworden. Es kann also eine Para- 
bel als Ellipse aufgefaßt werden, deren einer Punkt im Unendlichen 
liegt. Läßt man das Projektiona Zentrum noch weiter sinken, ao rückt 
gewissermaßen der unendlich ferne Punkt der Ausgangsellipse über die 
unendlich ferne Gerade hinaus und erscheint wieder im Endlichen, aber 
auf der entgegengesetzten Seite. Somit kann eine Parabel auch auf- 
gefaßt werden als eine Hyperbel, deren einer Zweig ins Unendliche ge- 
rückt ist. 
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94. Erzeugung^ der Kurven ü. Ordnung durch ebene Schnitte 
eines Kreiskegels. Wir wollen zweitens die Kurven IL Ordnuiig da- 
durch erzeugen, daß wir das Projektion szentrum und den projizierenden 
Kreis festhalten, dafür aber die Bildebene andere und andere Lagen ein- 
nehmen lassen. Es kann das auch so aufgefaßt werden, daß wir die 
verschiedenen ebenen Schnitte bestimmen, die bei dem von den Pro- 
jekt! od sstrahlen gebildeten Kreiskegel möglich sind. Legt man die 
Schnittebene so, daß kein Punkt ins Unendliche fällt, so erhält man 
eine Ellipse. Es ist das dann der Fall, wenn eine durch die Spitze des 
Kegels zu der Schnittebene parallel gelegte Ebene den Kegel, außer in 
seiner Spitze, nicht schneidet (Fig. 304). Legt man zweitens die Schnitt- 




ebene so, daß eine Parailelebene durch die Kegelspitze den Kegel berührt, 
80 erhält man als Sehnittkurve die Parabel (Fig. 305), und wenn man 
endlich den Kegel so schneidet, daß die zur Schnfttebene parallele Ebene 
durch die Spitze den Kegel achneidet, so erhält man die Hyperbel 
(Fig. 306). Die beiden Zweige derselben entstehen dadurch, daß außer 
dem eigentlichen Projektionskegel auch dessen SckeUdkegd geschnitten 
wird. 

Da sieh alle Typen der Kurven IL Ordnung als ebene Sdmitte eines 
Kreiskegels ergeben, andererseits auch jeder Sehniü eines Kreiskegels eine 
Kwrve IL Ordnung ist, so beeeichnei man dieselben auch als Kegel- 



Auch hier bietet die deskriptive Ausführung keine Schwierigkeiten. 
Der Kreis wird dabei zweckmäßig in der Horizontalebene liegend ge- 
wählt; indessen ist die Konstruktion umständlicher und infolge häufigen 
Auftretens langer Schnitte weniger genau. 
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95. Erzeugung der Kegelscliiiitte durch kolliueare Abbildung 
eines Kreises. Endlich wollen wir zur Darstellung der drei Typen der 
Kegel sctnitte ein ebenes Kollin eationssystem benutzen, in welchem wir 
den Kreia erstens die Gegenlinie nicht schneiden lassen — die kollineare 
Abbildung desselben ist dann eine Ellipse (Fig. 307) — , zweitens die 
Gegenlinie berühren — man erhält die Parabel (Fig. 308) — und drittens 
die Gegenlinie schneiden lassen — - es entsteht eine Hyperbel (Fig. 309). 
Die Konstniktion erfolgt in allen drei Fällen durch kolhneare Abbil- 
dung einzelner Tangenten und ihrer Berührungspunkte. Die Ausführung 
im einzelnen ist bereits in § 79 mitgeteilt. 

96. Erzeugung der Kegelschnitte durch projektive Strahlen- 
büschel und der Satz des Pascal. In den folgenden Paragraphen 
wollen wir die wichtigsten Eigenschaften der Kegelschnitte kennen lernen, 
die allen drei Typen gemeinsam sind. Da sie infolgedessen projektiTö 
Eigenschaften sind, müssen sie ahleitbar sein aus bekannten Eigenschaften 
des Kreises. 

Wir wollen zunächst Ton der ausgezeichneten Eigenschaft des 
Kreises ausgehen, daß die Periphoriewinkel über demselben Bogen alle 

einander gleich sind. 
Betrachtet man die 
Endpunkte des Bo- 
gen s als die Zentren 
zweier Strahlenbü- 

diesen Satz auch 
in der Form aus- 
sprechen, die Punk- 
te eines Kreises werden von irgend zweien seiner Punkte durch kon- 
gruente Strahlenbüschel projiziert (Fig. 310). Daraus ergibt sich sofort 
für jeden Kegelschnitt der äußerst wichtige Satz: 

Die Punkte eines Kegelschnittes werden von irgend zweien seiner 
Punkte durch projektive Strahlenbüschel projiziert. Das kann man auch 
in der folgenden Form aussprechen: 

Die Schnittpunkte entsprechender Strahlen ztceier projektiver Strahlen- 
büschd liegen auf einem Kegelschnitt oder kurz, etvei projektive Strahlen- 
hüschel erzeugen einen Kegelschnitt (Fig. 311). 

Faßt man diese Er zeugungs weise als Definition der Kegelschnitte 
auf, sa .geht daraus unmittelbar hervor, daß die so erzeugten Kurven 
von der II. Ordnung sein müssen. 
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Da zwei piojeltiTe btiahltnbuschel duith diei Piaie entspreclien- 
der StidMpn so bestimmt sind diß zu jpJem weiteien Stnhle des einen 
Buscheis der entsprechende Strahl des anderen eindeutig feststellt, so 
folgt weiter daß jtdei Kegehchnttf durch fünf PunUe etndfubg bestimmt 
tbt d h durch funl gegebene Punkte laßt sich nui ein einziger Kegel- 
schnitt legen 

Es entsteht sofort die Aufgabe zu finf gegebenen TunJten eines 
Kegehchmitfs e lei bei d g n sechsten »m l.on\fmom eine Aufgabe, die 
in der Technik nicht selten vorkommt. Die Ausführung beruht darauf, 
daß man zu zwei durch drei Strahlenpaare gegebenen Strahlenbüscheln 
ein drittes konstruiert, das mit beiden perspektiv liegt (Fig. 312). Seien 
etwa und 0' die Zentren zweier projektiver Strahlen büschel, so lege man 





durch den Schnittpunkt 1 1' zweier entsprechender Strahlen zwei be- 
liebige Linien l und V, welche die beiden Büschel in den Punkten 2 
und 3, bzw. 2' und 3' schneiden. Der Schnittpunkt a der Linien 2 2' 
und 3 3' ist das Zentrum des Hilfsstrahlenbüschels, mit Hilfe dessen zu 
jedem Strahle des Büschels der entsprechende Strahl des Büschels 0' 
bestimmt werden kann. 

Sind also 5 Punkte ÄBCDE eines Kegelschnittes gegeben (Fig. 313), 
so verlege man die Punkte und 0' etwa nach A und 6', den Punkt 1 1 ' 
nach B und die Linien l und V nach BE, bzw. BD; dann geben die 
Linien 2 2' und 3 3' durch ihren Schnittpunkt wieder den Punkt o. 
Ein sechster Punkt X ist dann durch die Punkte 44' eindeutig bestimmt. 

Diese Konstruktion ist sehr einfach und zeichnet sich besonders da- 
durch aus, daß sie nur mit Benutzung eines Lineals ohne Zirkel aus- 
führbar ist. 

Läßt man den Punkt X mit C zusammenfallen, so geht die Sekante 
CX in die Tangente über; es ergibt sich daraus eine sehr einfache 
TangmtenlionstruUion, die ebenfalls linear ist (Fig. 314). 
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dritte 



Läßt man den Punkt X wandern, wobei sicli die Linie 4 4' um 
Panbt ro dreht, und betrachtet man dabei die Veränderung des Kon- 
/ struktionsmeehaniemiiB, insbesondere das Drei- 

eck X 4 4', so ergibt sich sofort der Salz des 
Mac Laurin: 

Bewegt sich ein veränderliches Dreieck so, 

daß seine drei Seiten sich um drei feste Punkte 

drehen, während zwei seiner Ecken auf zwei 

festen Geraden gleiten, so beschreibt i 

Ecke eil 

315). 

Betrachtet man die sechs 
Punkte ABCDEX und 
Terbindet sie durch einen 
fortlaufenden geschlossenen 
'^' Linienzug zu einem voUsfcän- 

)n Sechseck ADBECX, so läßt sich aus der Fig. 316 endlich noch 
Bedingung herauslesen, welche für 6 Punkte besteben muß, damit 
auf einem Kegelschnitte liegen. Sie ist enthalten in dem Satze 
Pascal: 

Die drei Schnittpunkte je zweier Gegenseiten eines einem Kegelschnitte 
■iebenen Sechsecics liegen auf einer Geraden. 

X An diesen berühmten Satz lassen sich 

eine ganze Reihe anderer Sätze anknüpfen ; 
wir wollen nur erwähnen, sechs gegebene 
Punkte lassen sich auf 60 verschiedene Weisen 
zu einem geschlossenen Sechseck gruppieren. 
Diese 60 Sechsecke haben 60 Pascallinien; toq 
diesen gehen je 3 durch einen Punkt und von 
diesen 20 Punkten liegen 15 mal 4 in einer 



das 




Auch dadurch lassen sich weitere Sätze ableiten, daß . 

t ein Fünfeck, Viereck oder Dreieck degenerieren läßt, indem man 
zwei beiMchharte Punkte einander unendlich nahe rücken, d. h. msammen- 
fallen läßt. Auf diese Weise haben wir bereits die Tangentenkonstruk- 
tion (Fig. 314) in einem Punkte eines Kegelschnittes erhalten. 



97. Erzeugung der Kegelschnitte durch projektive Puukt- 
reiheii und der Satz des Brianclion. Wir wollen in diesem Para- 
graphen genau die reziproken Betrachtungen zu denen des vorigen Para- 
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graphen anstellen W r gehen w eder aus Yom Kreise und betrachten 
zwei feste Tüncenten n len P nkten T und T' desselben, die von einer 
beweglichen 1 nge te n le P nkten X und X' geschnitten werden 
(Fig. 317). Man a elt sofort 1 ß der Winkel TOT' gleich 2 Rechten 
vermindert un len kon t inten \\ inkel der beiden Tangenten ist. Da 
aber der Wink 1 \ >\ _1p h TOT' ist, so ist dieser füi verschie- 





dene Lagen der Tangente XX' gleichfalls konstant, daraus folgt, 
die durch verschiedene Lagen der beweglichen Tangente auf den festen 
Tangenten erzeugten Punktreihen X und X' von aus duich kon- 
gruente Strahlenbüschel projiziert werden; die beiden Punktleihen sind 
also projektiv. Daraus ergibt sich für jeden Kegelschnitt dei bat? 

Irgendzwei Tangenten eines Kegelschnittes werden von den übrigen 
Tangenten, in projektiven Funhtreilien geschnitten {Fig. 318). Dafür kann 
man auch sagen: 

Die Verbindmigslinien je gweier entsprechender Punkte zweier pro- 
jektiver Punktreihen tmihüUen einen Kegelschnitt, oder kurz: 

Zwei projektive Pu/nktreiken erzeugen einmt Kegelschnitt. 

Da zwei projektive Punktreihen durch drei Puoktepaare so bestimmt 
sind, daß zu jedem vierten Punkte der einen Reihe der entsprechende der 
anderen eicdentig festliegt, so ergibt sich unmittelbar, daß ein Kegel- 
schnitt dtirch fünf Tangenten eindeutig bestimmt ist, d. h. es gibt nur 
einen einzigen Kegelschnitt, der fünf gegebene gerade Linien berührt. 

Wieder entsteht sofort die Aufgabe, wenn fünf Tangenten eines Kegel- 
schnittes gegeben sind, eine beliebige sechste zu konstruieren. Die Lösung 
beruht auf der allgemeinen Konstruktion eines vierten Punktepaates auf 
zwei durch drei Punktepaare gegebenen projektiven Punktreihen dadurch, 
daß man eine dritte Punktreihe zu Hilfe nimmt, die zu den beiden an- 
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deren perspektiv liegt (Fig. 319). Es geschieht das dadurch, daß man 
auf der Verbindungslinie ÄÄ' zweier entsprechender Punkte der Punkt- 
reihen l und l' die beiden Projektion azentren und 0' beliebig wählt. 
Durch die Schnittpunkte ß und y der Strahlen OB und O'B', bzw. 
00 und O'C wird die dritte Punktreihe X bestimmt, mit deren Hilfe 
zu jedem Punkte X der entsprechende Punkt X' ermittelt werden kann. 

f 




Handelt es sich also darum, eine sechste Taugente zu konstruieren 
(Fig. 320), so verlegt man zweckmäßig die Zentren und 0' in die 
Schnittpunkte zweier der gegebenen Tangenten, etwa der Tangenten 
BB' und CC, mit einer dritten ÄÄ'; es fällt dann ß nach B und a 
nach C", die Verbindungslinie dieser beiden Punkte ist demnach die Hilfs- 
punktreihe, mit deren Hilfe zu jedem Punkte X der Punktreilie l der 
entsprechende Punkt X' der Punktreihe V dadurch ermittelt wird, daß 
die Strahlen OX und 0' X' sich auf BC schneiden müssen. Die 
Verbindungslinie XX' ist dann gleichfalls eine Taugente an den Kegel- 
schnitt. 

Diese einfache Konstruktion ist wiederum dadurch bemerkenswert, 
daß sie ohne Zirkel nur mit Hilfe eines Lineals ausführbar ist. 

Betrachtet man wieder die Veränderung des Konstruktionsmecha- 
nismus beim Wandern des Punktes i auf der Geraden £G' (Fig. 321), 
insbesondere das Dreieck XX'|, so erhält man den Satz des MacLaurin: 

Bewegt sich ein veränderliches Dreieck so, daß die drei Ecken auf 
drei festen Geraden gleiten^ wählend zwei seiner Seiten sicÄ um swei feste 
Punkte drehen, so umhüllt die dritte Seite einen Kegelschnitt. 

Faßt man endlich das Sechseck OO'BXX'C und seine drei Dia- 
gonalen ins Auge (Fig 322), so ergibt sieh der Saiz des BriancJwn: 
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Die drei Verhindungslmien je zweier Gegemcken eines einem Kegel- 
schnitt umschriebenen Sedisecks geiieii durch einen Punkt. 

Dieser Satz bildet das reziproke Gegenstück zii dem Satze des 





LDdcrer Sätze anknüpft. 
Brianchonp unkte ge- 



Paacal, an den sicli wiederum eine ganze lleihe i 
Wieder gibt es 6Ü Sechsecko, zu denen 60 
hören nsw. 

Auch dadurch, daß man das Sechseck dw/rch Zusammenfallen zweier 
Tmigenien in eine gerade Linie in ein Fünf-, Vier- oder Dreieck ( 





rieren läßt, lassen sich weitere Sätze ableiten, so gibt der Sats fiir ein 
Fünfeclc die KonstniMion des Serührungsptmldes für jede Tangente 
(Fig. 323), der Vierecksatz würde lauten: 

In einem einem Kegelschnitt umschriebe^ien Viereck schneiden sicÄ die 
Diagonalen und die Verbindungslinien je zwe\ 
rährungspunJite in einem Punkte (Fig. 324). 



98. Pol um! Polare. Der fruchtbarste Begriff für die Eigen- 
schaften der Kegelschnitte ist der Btgiiff Pol und Polare. Die polaren 
Beziehungen sind gleuhfalls Lagebeeiehungen und daher projektiv; sie 
können also auch aus den Eigenschaften des Kreises abgeleitet werden. 

Jeder Ki eisdui chmes^ei hat die Eigenschaft, daß er die zu ihm 
senkrecht stehenden '"chntn hallutit, ddß die beiden Tangenten, die par- 
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allel zu diesen Sehnen verlaufen, ihren Berührirngspunkt auf ihm hahen, 
und daß je Kwei Tangenten in deu Endpunkten einer dieser Sehnen sich 
anf ihm schneiden (S'ig. 325). Da alle diese Sehnen und die ku ihnen 
parallelen beiden Tangenten durch einen unendlich fernen Punkt gehen^ 
und da die Endpunkte, der Mittelpunkt und der unendlich ferne Punkt 
einer Strecke vier harmonische Punkte bilden, so kann man diese Eigen- 
schaften auch so aussprechen, der vierte harmonische Punkt zu den 
Endpunkten einer Sehne und dem unendlich fernen Punkte Hegt auf 
denjenigen Sehne, welche die beiden Berührungspunkte der zu der Sehne 
parallelen Tangenten miteinander verbindet, kurz auf der Berührungs- 
sehne. Zentralprojiziert man die ganze Figur, so fällt der unendlich 
ferne Punkt ins Endliche, die Berührungssehne bleibt in dem Sinne Be- 
rührungssehne, als sie die Berührungspunkte der durch den Punkt 
gehenden beiden Tangenten mit- 
einander verbindet. Sie hat die 
Eigenschaften, daß auf ihr der 




vierte harmoniscJie Punkt zu den Schnittpunkten einer durch P gezogenen 
Geraden mit dem Kegelschnitt und dem Punkt P selbst liegt, und daß femer 
auf ihr sieh die beiden Tangenten schneiden, die in den Schnittpunkt&t 
jeder durch P gezogenen Geraden mit dem Kegelschnitt gezeichnet sind 
(Fig. 326). 

Zu jedem Punkte außerhalb des Kegelschnittes gehört eine Gerade 
mit der angegebenen Eigenschaft; man nennt den Punkt P den Pol der 
Berührungssebne ß und die Berührungssehnejp die PoWe des Punktes P. 

Dieselben polaren Besiehungen finden auch dann statt, wenn der Pol 
innerhoB) des Kreises liegt, denn der Mittelpunkt eines Kreises, die bei- 
den Endpunkte eines Durchmessers und der unendlich ferne Punkt des- 
selben bilden vier harmonische Punkte. Alle unendlich fernen Punkte 
aber von sämtlichen Durehmessern liegen auf der unendlich fernen Ge- 
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raden, und da die beiden in den Endpunkten eines Durchmeasers ge- 
zogenen Tangenten einander parallel sind, so liegt ihr Schnittpunkt 
gleichfalls auf der unendlich fernen Gferaden. Mit- 
telpunkt eines Kreises und die unendlich ferne Gfe- 
rade werden also durch den Kreis in derselben T 
Weise zueinander in Be3iebung gesetzt, wie es tur\ 
einen Pol außerhalb des Kreises und seine Polare ^ 
der FaU war (Fig. 327). 

Projiziert man wiederum die ganze Figur, so mg. »a*. 

wird aus dem Kreis ein Kegelschnitt, aus dem Kreismittelpunkt je nach der 
Lage desProjektiünszeutrums irgendein Punkt im Innern des Kegel aehnittes 
und aus der unendlich fernen Geraden eine den Kegelschnitt nicht schnei- 
dende endliche Gerade. Für diese Gerade p und den zugehörigen Punkt P im . 
Innern des Kegelschnittes bleiben die Eigenschaften bestehen, daß auf 
jeder durch den Pol gezogenen Geraden durch diesen, die beiden Schnitt- 
punkte mit dem Kegelschnitt und durch den Schnittpunkt mit der Polaren, 
vier harmonische Punkte bestimmt werden und daß die beiden in den 






Endpunkten einer durch den Pol gehenden Sehue gezogenen Tangenten 
sich auf der Polaren schneiden (Fig. 328). 

Liegt endlich der Pol auf dem KegelsckniU selbst, so wird die Polare 
zur Tangente im Pol (Fig- 329), denn der geometrische Ort der Schnitt- 
punkte je zweier in den Endpunkten einer durch den Pol gehenden 
Sehne gezogenen Tangenten ist die Tangente im Pol. 

Die Polare schneidet also den Kegelschnitt, berührt ihn oder schneidet 
ihn nicht, je nachdem der Pol außerhalb des Kegelschnittes, auf ihm oder 
innerhalb desselben liegt. 

Es entsteht sofort die Frage nach einer einfachen Konstrulition der 
Polarm m einem gegebenen Punkte mit Bezug auf einen gegebenen Kegel- 
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schnitt. Nach den besprochenen Beziehungen zwischen Pol und Polaren 
hat man zur Lösung der Aufgabe durch den Punkt nur zwei Sekanten 
des Kegelschnitts zu aiehen und auf diesen je den vierten harmonischen 
Punkt zu dem Pol und den beiden Schnittpunkten mit der Kurve auf- 




zusuchen. Die Verbindungslinie der beiden vierten harmonischen Punkte 
ist dann die gesuchte Polare. Die Konstruktion der vierten harmonischen 
Punkte auf den beiden Sekanten geschieht am einfachsten durch Kon- 
struktion eines vollständigen Vieraeits und Benutzung des in § 83 mit- 
geteilten Satzes. In Fig. 330 ist das 
voUsl^ndige Vierseit für den Fall ge- 
zeichnet, daß der Pol außerhalb der 
Kurve liegt, während er in Fig. 331 
innerhalb derselben sich befindet. 

Damit ist auch unmittelbar die 
Aufgabe gelöst, von einem Funkte die 
heiden Tangenten an dm Kegelschnitt 
zu konstruieren] man hat nur auf die 
eben mitgeteilte Weise die Polare des 
Punktes zu ermitteln; ihre Scbnittpunk- 
"'"""'' te mit dem Kegelschnitt sind dann die Be- 

rührun^punkte der beiden Tangenten. Diese Konstruktion iat dadurch be- 
merkenswert, daß sie ohne Zirkel nur mit dem Lineal ausgeführt wird. 
Liegt ein Punkt Q auf einer Geraden p, so geht seine Polare q 
durch den Pol P von p (Fig. 332). 

Wandert der Punkt Q auf der Geraden p, so dreht sieh demnach 
die Polare q um den Pol P, mit anderen Worten: heschreiU Q eine Funkt- 
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reihe auf p, so beschreibt q ein Strahlenhüschd um P. — Hat man zwei 
Punkte Qi und Q^, ao muß dei Pol der Verbmduagflmie QiQ^ gle ch 
zeitig auf beiden Polaren q^ und j hegen, d h ei ist der bchnittpunkt 
derselben. Damit ist auch die zu dei letzten umgekehrte Aufgabe ge- 
löst: es soll der Fol zu eimr getielienen Geiaden nitt Bema auf etnen 
gegebenen Kegelschnitt ermittelt weyden Man hat nur zu zwei behehifjen 
Punkten der Geraden mittels eines vollständigen Vierseita die zugehörigen 
Polaren zu ermitteln; ihr Schnittpunkt ist der gesuchte Pol. 



99. Kas Reziprozitälsgeselz der Ebene. Liegt in der Ebene 
eine geradlinige Figur und ein Kegelschnitt, so kann man zu jedem 
Punkte der Figur mit Bezug auf den Kegelschnitt^ seine Polare ermittein 
und zu jeder Geraden ihren Pol. Man erhält dann eine zweite Figur 
— die sogenannte resiproke Figur — , in der jedem Punkte der ersten 
«ine Gerade und jeder Geraden ein Punkt entspricht; aus einer Punkt- 
reihe der ersten Figur wird ein Strahienbüschel in der zweiten und um- 
gekehrt. An Stelle der Verbindungslinie zweier Punkte der ersten Figur 
tritt der Schnittpunkt zweier Geraden der zweiten. Liegen drei Punkte 
der ersten Figur auf einer Geraden, so gehen dafür in der zweiten Figur 
drei Gerade durch einen Punkt. 

Es erhellt hieraus, daß jede Figur, in der nur Eigenschaften der 
Lage sum Ausdrucl.' kommen, umlcehrbar ist; so ist, wie schon erwähnt, 
der SatiS des Sriandwn die resiprdke Umkehrung des Pasealschen Satzes. 
Ist also das Reziprozitätsgesetz festgestellt; so braucht der erstere Satz 
nicht erst bewiesen zu werden, sondern ist gleichzeitig mit dem letzteren 
als reziproke Umkelirung desselben gesichert. 

100. Mittelpunkt, Durchmesser 
und Achsen der Kegelschnitte. Betrach- 
tet man in der Ebene eines behebigen 
Kegelschnittes einen unendlich fernen 
Punkt als Pol, so sind alle durch ihn gehen- 
den Sekanten parallel (Fig. 333). Die 
Tierten harmonischen Punkte auf den- 
selben liegen dann in der Mitte der Seh- 
nen, und da sie außerdem auf der Polaren 
zu dem unendlich fernen Punkte hegen 
müssen, so ergibt sich unmittelbar, daß '^ 

die Mittelpunkte paralleler Sehnen eines Kegelschnittes auf einer Geraden 
liegen. Diese Gerade heißt der m den Sehnen konjugierte Durchmesser. 
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In hesug auf ihn sind also die beiden dvrck ihn getrennten Hälften des 
Kegelschnittes sdtief symmetrisch. Die Endpunkte des Durchmessers sind- 
gleichzeitig die Bmihrungspiinkte der beiden su den Sehnen pa/rdUelen 
Tangenten. Damit ist sogleich die Konstruktion der heiden Tangenten 
von v<yrgeschriebener Bichiimg gegeben. 

Alle unendücli fernen Puntte Hegen auf der unendlich fernen Ge- 
raden, deren Pol im Innern des Kegelschnittes liegt (Fig, 334). Durch 




ihn luÜHSen alle Durchmesser gehen, und auch, da der vierte harmonisclie 
Punkt im Unendhchen liegt, halbiert werden. Man nennt den Schnitt- 
und Mittelpunkt aller Durchmesser dm Mittelpunkt des Kegelschnittes, seine 
Konstruktion ist durch seine Definition als Pol der unendlich fernen 
Greraden gegeben. 

Ist P,„ wieder ein unendlich femer Punkt und Q„ der uoendlieh 



ferne Punkt der Polar i 




n^ von Pa, so muß die Polare g von ^„ 
durch P„ gehen, also parallel zu den durch 
P„ gehenden Sehnen sein (Fig. 335). Hat 
man also zwei Durchmesser, von denen der 
eine die parallel mit dem anderen gezogenen 
Sehnen halbiert, so halbiert auch der andere 
die zu dem ersteren parallelen Sehnen. Man 
nennt zwei Durchmesser, die in dieser Bezie- 
hung zueinander stehen, gwei konjugierte Durch- 
messer und kann somit den letzten Satz auch 
in der Form aussprechen: von zwei konjugierten 
Durchmessern halbiert jeder die m dem anderen 
parallelen Sehnen. 

Ferner gelten die Sätzer die Tangenten in 
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de« Sndpwnkten eines ßurchmessei s hind parallel zu, dem lonjtigierten 
Dwdimesser, und die Tangenten m den Endpuftiteji einet Sehne schneiden 
sich auf dem hmjugierten Durchmesser (Fig 336) Die Konstiuktion des 
zu einem gegebenen Durchmesser konjugierten ist durch die Definition 
desselben als geometrischer Ort der Mittelpunkte aller paralleler Sebnen 



Verbindet man die Endpunkte eines Durchmessers mit einem be- 
liebigen Kurvenpunkt und zieht zu den Verbindungslinien parallele 
Durchmesser, so sind dieselben konjugiert, weil jeder die zu dem anderen 




parallelen Seimen halbiert (Fig- 337). Damit ist auch die Lösung der 
Konstruktion desjenigen konjugierten Durch-messerpaares gegeben, das einen 
vorgeschriebenen Winkel einschließt. Ea interessiert besonders dasjenige 
Paar, das einen rechten Winkel einschließt. Falls ein solches existiert, 
hat man denjenigen Kurvenpunkt aufzusuchen, dessen Verbindungslinien 
mit den Endpunkten eines beliebigen Durchmessers einen Rechten ein- 
schließen. Derselbe muß demnach gleichzeitig auf einem Halbkreise über 
dem Durehmesser liegen (Fig. 338), Dieser Halbkreis muß aber den Kegel- 
schnitt schneiden, denn die Tangenten im Endpunkte des Durchmessers 
sind parallel; der Durchmesser selbst bildet mit der einen einen spitzen, 
mit der anderen emen stumpfen Winkel, "^o daß also ein Teil des Halb- 
kreises zwischer den beiden Tangenten, der andeie außerhalb liegen muß, 
während der Kegelschnitt ganz zwischen den Tangenten liegt. Man 
nennt die beiden lechtitttikhg aufetnande} stehenden konjugierten Durch- 
messer eines Kegelschnittes seine Ädi'ien, jeder von ihnen ist für den 
Kegelschnitt eine Symmetralachse die Kurve wird durch ihre Achsen in 
vier kongruente oda symmeii ische Qtiadranien geteilt, so daß man durch 
die Achsen eine höchst übersichtliche Vorstellung von der Form der 
Kegelschnitte erhält, wie im nächsten Paragraphen für die drei Typen 
einzeln gezeigt werden wird. 
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Die Konstruktion der Achsen eines Kegelschnittes ist durch den 
Kreia um den Mittelpunkt des Kegelschnittes über einem Durchmesser 
desselben gegeben. 

101. Die Lage des Mittelpunktes und der Achsen b«i den 
drei Typen der Kegelschnitte. Die bisher abgeleiteten Sätze sind auf 
projektivem Wege gefunden worden und gelten daher für alle drei Typen 
ohne Rücksicht auf ihre Gestalt. Es mögen nunmehr die Lage des 
Mittelpunktes und der Achsen für jeden Typus einzeln diskutiert werden. 

Die Ellipse wird von der unendlich fernen Geraden nicht geschnitten, 
daher liegt der Pol derselben, also der Miitelpimkt der Ellipse innerhalb 
der Kurve. Die Achsen müssen infolgedessen die Ellipse schneiden, und 
man bezeichnet als Achsen ira besonderen auch die Strecken, die durch 
die Kurve begrenzt werden, und unterscheidet die große und die Meine 




Achse. Die große Halbachse wird mit a und die kleine mit b bezeich- 
net (tig d39) Dl de Kn e in bezig lut beide Achsen symmetrisch 
ist so besitzt die EIlips an den En ipunktei der Achse jf emen "^cJeitfl 
an den Enliunkten 1er gießen Achse eiieit-ht die Krunmung dal ei e n 
Maximum wahrend sie in den Indpunkten dei kleinen At.h'ie ein Mi 
nimun besitzt Auch alle ubiigen Durchmesset müssen d e Kurve 
suhneiden unl sind dabei leeU 

Die H nobel wirl von der unendlich fernen Gera Jen zweunai ge 
schatten tolgliLh muß ihi Pol, d h t?« IlittüpmiJt de) Rttit, außer 
halb der Hyperhd liegen (Fig. 340). Es sind infolgedessen von ihm aus 
zwei Tangenten an die KuiTe möglich, welche die Polare des Mittel- 
punktes — also die unendlich ferne Gerade — als Berührungssehne 
haben; d. h. aber vom Mittelpunkte aus gehen zwei Tangenten an die 
beiden unendlich fernen Punkte der Kurve, oder die Hyperbel besitzt 
zwei Asymptoten, die sich im Mittelpunkte der Kurve sehneiden. Da 
durch die Achsen die Kurve in vier kongruente Teile zerlegt wird. 
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müssen die Achsen den Asymptoten-winkel halbieren. Aus diesem Grunde 
schaeidet nur eine Achse die Kurve, die Hyperbel besitzt also eine reelle 
und eine imaginäre Adise. An den Endpunkten der reeDen Achse 
bilden sich aus Symmetrie grün den Scheitel aus; in diesea erleidet die 
Krümmung ein Masimum. Alle Durchmesser, die in demjenigen Räume 
zwischen den Asymptoten liegen, in welchem die Kurve selbst liegt, sind 
reeU, aUe übrigen imaginär. Da zwei konjugierte Durchmesser durch 
die beiden Asymptoten voneinander getrennt sind, so ist immer einer 
derselben reell, der andere imaginär. Verbindet eine Sehne zwei Punkte 
desselben Zweiges, so ist sie eine innere, verbindet sie zwei Punkte, die 
auf verschiedenen Zweigen der Kurve liegen, so ist sie eine äußere Seime 
Die Parabel wird von der unendlich fernen Geraden berührt. Der 




Pol dieser ist somit der Berührungspunkt, d. h. der unendlich ferue 
Punkt der Parabel. Somit liegt der Miüdpunld derselben im Unendlichen 
(Fig. 341). Eine Parabel kann demnach aufgefaßt werden als eine El- 
lipse, deren einer Scheitel samt Mittelpunkt ins Unendliche gerückt ist. 
Wenn auch der Name Mittelpunkt für diese Li^e nicht gewöhnlieh ist, 
ao ist es doch zweckmäßig den unendlich fernen Punkt der Parabel so 
zu nennen, weil dadurch alle für die Ellipse angegebenen Lageverhält- 
nisse von Sehnen, Durchmessern und Tangenten sich für die Parabel 
unmittelbar modifizieren lassen. So folgt aus der unendlich fernen Lage 
des Mittelpunktes, daß alle Durchmesser unter sich parallel sind. Wie 
man also auch die Richtung einer Schar von parallelen Sehnen wählen 
mag, aUe durch die Mitten paralleler Sehnen bestimmten Durchmesser, 
also auch eine der Achsen, sind parallel (Fig. 342). Da die andere Achse 
im unendlich fernen Punkte senkrecht auf dieser steht, so ist sie die 
unendUch ferne Gerade selbst. Die Parabel besitzt also nur eine end- 
liche Achse, durch die sie in zwei symmetrische Hälften geteilt wird, so. 
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daß sich an ihrem Schnittpunkt mit der Achse ein Scheitel ausbildet. 
In diesem erleidet die Krümmung ein Maximuui. Alle Sehnen senkrecht 
zur Achse werdeu von dieser halbiert Damit ist die KonstruJäion der 
Achse sehr einfach gegeben, man hat nur zwei beliebige parallele Sehnen 
zu halbieren; die Veibindungslinie der Mittelpunkte liefert die Kiehtung 
der Achse; durch die Mitte einer m dieser Richtung senkrechten Sehne 
muß sie gehen. 

Zwei Tangenkn in den JSndpunllen eme) bihne müssen sieh auf dem 
Durchmesser schneiden, der dtese Sehne halbiert Die Tangente im ScJmitt- 
punM des Durchmessen, mit der Patahel ist pa/iallel eiir Sehne. 

102. Die Ellipse als orthogonale Parallelprojektion des Ki'elses. 

Da bei der Parallelprojektion der nnenfUich ferne Punkt sich wieder ins 
Unendliche projiziert, so sind zwei Kurven, von denen die eine eine Var- 
aUdprojektion der andern ist, nicht nur von derselben Ordnung, sondern 
auch von demselben Typus. Die Parallelprojektion einer Ellipse ist daher 
stets wieder eine Ellipse, und jede Ellipse kann aufgefaßt werden als 
ParaRelprojektion eines Kreises oder als Schnitt eines schiefen Kreis- 
zylinders. Die Ellipse ist also mit dem Kreise nicht nur kollinear, son- 
dern auch aff.n verwandt. Aus dieser Affinverwandtschaffc ergeben sich 
hervorragende Eigenschaften der Ellipse, die diesem Typus eigentümlich 
sind, wenn auch häufig für die beiden anderen Typen ein Analogen 
existiert So ergilit sich unmittelbar, daß sich der Kreis mittelpunkt als 
EUipsenmittelpuükt projiziert, daß jeder Kreisdurchmesser ein Ellipsen- 
durchmesser wird, und daß sich swei aufeinander senkrecht stehende Kreis- 
durckmesser als swei konjugierte ElUpsendwchmesser projisieren. Umge- 
kehrt können zwei konjugierte Durchmesser stets aufgefaßt werden als 
die Parallelprojektion zweier aufeinander senkrecht stehender Kreisdureh- 
messer. 

Wir wollen im folgenden zunächst die EUipiß aU orthogonale Par- 
allelprojektion des Kreises untersuchen. Wir wählen den Kreis zunächst 
so, daß sein Mittelpunkt in der Projektionsebene liegt und er selbsl 
diese in einem Durchmesser schneidet; dann projizieren eich alle Ordi- 
naten, die senkrecht auf diesem Durchmesser stehen, ebenfalls senkrech 
zu diesem (Fig. 343), und die Projektionslote bilden mit den Kreiaordinaten 
und ihren Projektionen ähnliehe Dreiecke, so daß jede Kreisordinate zu ihrer 
Projektion im nämlichen Verhältnis steht. Klappt man den Kreis um den 
betrachteten Durchmesser in die Ebene der Ellipse um (Fig. 3i4), so 
fallen die Kreisordinaten mit den entsprechenden Ellipsenordinaten zusam- 
men und erscheinen in den Ellipsenpiinkien alle in konstantem Yerhiütnis 
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geteüi. Der KreisdiorchmeBaGr wird zur großen Aehse der EUipae und 
der zu ihm senkrecht stehende Durchmesser zur kleinen. Je zwei Tan- 





gmim tn entspreehenden Kteis und EUipsenpimkten schneiden sich auf 
der Vetlanqe} mtq der großen ich f 

iachneidet dei Kieis die Pnjektionaehene nicht in einem Durch- 
messer, BOnlern lieot er belieb ig m Räume (Fig. 345), so projiziert sich 
der zur f iojpI t omebene parillele Kreis- 
duichmessei m wihierGtioße und ala große 
Aehse der Ellipse wihiend der z i ihm senk- 
1 echte Duruhmesiei seh il& kleine Achse 
projiziert und alle Kieisoi Imiten sich im 
selben Verhältnis veijun^^en 

Das \ erlursungsveykaUnis let Ordinalen 
ist abhangig toü lern Neigungswinkel ip der 
tiei'ebene zur Projektionsebene, ist a 
halbe große, und h die halbe kleine Aehse, 
so 1 esteht die Beziehun</ — = cos y ( Fig. 343). 
Ist lei Kreiaradms und der N^eigungswiiikel tp 
bekannt, so kann dcmnath die kleine Achse 
der Ellipse aus einem i echtwinkligen 
Dreieck rimittelt werden — Umgekehrt kann 
wtrden als oithogonale Parallelpro] ektion eines Kreises, dessen Neigungs- 
winkel (p bestimmt ist durch die Beziehung cos y = , und dessen Halb- 
messer gleich a ist. 
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Nebenbei sei noch bemerkt, daß der Fläckminkalt der Ellipse mit 
Rücksielit auf § 75 sich aus dem des Kreises ergibt, als 

a? ■ % ■ cosfp = a-h ■ %. 

Sttht auf der Kreisebene ekva im Kreismitlelpunkt eine Gerade senk- 
recht, so muß sic/i diese senkrecht sw ffroßen Achse der Ellipse pr&jizieren, 
da sich ein rechter Winke], dessen einer Schenkel parallel zur Projek- 
tionsebene i'<t, wieder als rechter Winkel projiziert (Fig. 345). Diese 
Bemerkung ist hei nxoHometrischen Zeichnungen, in denen Ellipsen vor- 
kommen, von der größten WicJttiglceit. 
Handelt es sich etwa um die Projektion 
eines horimntalen Kreises, so folgt daraus, 
daß die große Achse horisontal liegen muß, 
ivenn Sc z-Aehse vertikal ist (Fig 346). 
Mit Rücksicht hierauf ist die Zeichnung 
der Ellipse nicht schwierig; für einen 
gewandten Zeichner genügen die beiden 
konjugierten Durchmesser, die parallel 
der X- und i/-Riehtung verlaufen, das der 
Ellipse umschriebene Parallelogramm, 
dessen Seiten parallel zu diesen Rich- 
tungen sind, und die Richtung der 
großen Achse, die Symmetralachse ist, vollständig, um die Ellipse mit 
genügender Genauigkeit herzustellen. 

Ähnhch gestaltet sich die Herstellung der Projektion eines Kreises 
parallel der j/-^-Ebcne und der a^-^^-Ebene. Die Verhältnisse zeigen sich 
am klarsten bei der Projektion eines Würfele, in dessen Seitenquadraten 
Kreise eingezeichnet sind; die großen Achsen der Ellipsen stehen jedesmal 
senkrecht auf derjenigen Wiirfelkante, die auf der heireffenäen Eüipsenfläche 
senhrecht steht. 

Selbstverständlich gilt das Gesagte nnr für orthogonal-aionometrisehe 
Systeme; gerade hierin zeigt sich eine große Überlegenheit derselben im 
Vei^leich zu schief-axonometrischen Systemen, z. B. zur Kavalierper- 
spektive. 

Wir wollen nunmehr eine Ellipse bttraehten, deren kleine Achse 
parallel mit der Projektionsebene ist. Bei sonst beliebiger Lage der 
Ellipse wird ihre orthogonale Parallelprojektion wieder eine Ellipse sein, 
wobei die Achsen sich als Achsen projiKieren, da sich ein rechter Win- 
kel, dessen einer Schenkel parallel der Projektione ebene liegt, wieder als 
rechter Winkel projiziert und konjugierte Durchmesser sieh wieder als 
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konjugierte Durchme'sser projizieren Wir denken uns 7unärh«t aucli die 
große Achse paiallel der Pi ojektiomebene I Fig 347], sie projiziert sich 
dann m wihier Gioße, und drohen nunmehi die Ellipse um ihre kleine 
Achse, es wiid sich dann die Piojektion der großen Achse allmählich 
verjüngen, liis sie gleich dei kleinen Achse geworden ist die EUipse ist 
dann zum Itreiae gewoiden 

Bei jeder Lage der Ellipse stehen die einzelnen Ordinalen, die senk- 
recht auf d(i kl i-men Achse stehen, zu ihren Projektionen inkonstantem 
Veihältnis Legt man also die Ellipse so auf diejenige ihrer Projeli- 
tionen, die als Kreis erschien, diß die entsprechenden Ordinalen und die 
Kuiyenmittelpunkte sii-h decken so eibcheiiten die Ktasotdmafen in den 
Elhp'"'npu>illm Dl J,07istanicm Tohaltntb ve}lanqeit Je ß»ei Tangenten 




in entsprechenden Kteis vnd EHq setipunkten ichneiden sich auf der Ver- 
längerung der kleinen ichbc 

Demnach ergeben sich m ei einfache Mittel um einzelne Funkle einer 
Ellipse zu konstruitien uem dieselbe dutth One beiden Ächseit 3a und 
äh gegeben ist; entwedei man geht aus von einem Kreide mit dem Ra^ 
dius a und verkürzt die Kreis or dm aten im Veihaltnis 6 : a, oder man 
geht aus von einem Kreise mit dem Halbmesser b und verlängert die 
Kreisordinaten im Verhältnis a : h. 

Diese pri^ortionale Teilung geschieht am bequemsten mit Hilfe von 
zwM Jionsetitrischen Kreisen, die die Eadien a, bzw. b besitzen (Fig. 348), 
Zieht man durch den Endpunkt irgendeines Radius des kleinen Kreises 
eine Parallele zu einer Achse der Ellipse und durch den Endpunkt des 
mit dem ersten zusammenfallenden Radius des großen Kreises eine Par- 
allele zur andern Achse, so ist der Schnittpunkt der beiden Parallelen 
ein Ellipsenpunkt, da in jedem der von einem großen Kreisradius als 
Hypotenuse und einer Kreisordinate als Kathete gebildeten rechtwink- 
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ligen Dreiecke die Kreisordinate im selben Verhältnis wie die Hypotenuse, 
also im Verhältnis der beiden Achsen, geteilt wird. Auch bei dieser 
Konstraktion lassen sieh in den einzelnen Ellipsenpunkten die Tangenten 
in derselben Weise wie in Fig. 344 und 347 hinzufügen. 

Aus dieser ElÜpsenkonstruktion läßt sich eine andere ebenso wich- 
tige ableiten. Man ziehe in Fig. 349 durch P eine Linie aß, die mit or 
ein gleicbschentliges Dreieck begrenzt; dann ist aus Symmetriegriinden 
Pß =.os = h'^ const., und ebenso Fa = or = a = const. Daraus ergibt sich 
der Satz: Bewegt sich eine Strecke so, daß ihre Endpmkfe auf den Sehen- 





Tzdn eines rechten Winkels gleiten, so heschreiU jeder Funkt der Strecke 
eine EUipse. 

Dieser Satz gÜt auch für jeden Funkt, der auf der Verlängerung der 
Strecke liegt (Fig- 350). Zieht man nämlich durch F eine Parallele zu 
ro, welche die Achsen in a und ß schneidet, so ist in dem ParaUelo- 
gramra orPa die Strecke Pa ^ or =^ a = const, und in dem Parallelo- 
gramm osFß die Strecke Fß = so = b = const. 

Diese Eilip senken struktion ist auch insofern Ton Interesse, als auf 
ihr eine Reihe von mechanischen Vorriehtungen zum Zeichnen von Bl- 
uter FMipsemirkel oder Fllipsographen, beruhen. Die ein- 
r Vorrichtungen ist ein Papierstreifen, auf dessen Rande drei 
Punkte markiert sind k, F und ß, so daß aF = a und ßF = b ist 
(Fig. 351). Bewegt man den Papierstreifen so über das Zeicbenblatt, 
daß die Punkte a und ß auf den Sehenkeln eines rechten Winkels gleiten, 
so bestimmt in jeder Lage der Punkt F einen Punkt der Ellipse mit 
den Achsen äa und ah. — Ein anderes Instrument ist der Kreuzzirkel, 
bei dem in zwei aufeinander senkrecht stehenden Rillen zwei Stifte gleiten, 
an deren starrer Verbindung der Zeichenstift befestigt ist. — Endlich 
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sei noch die gleichschenklige Sehubkui-bel erwähnt (Fig. 352), bei welcher 
zwei gleich lange, durch ein Gelenk verbundene Stäbe sich so bewegen 
können, daß das eine freie Ende an der Kaute eines Lineals drehbar be- 
festigt ist, während das andere freie Ende an demselben entlang gleiten 
kann. Jeder Punkt P der am Lineal nicht befestigten Stange beschreibt 
dann eine Ellipse. 

RoDt ein kleiner Kreis, ohne zu gleiten, auf der Peripherie eines 
größeren im Inneren desselben, so beschreibt jeder Punkt der rollenden 





Kreisfläche eine Kurve, die Hypotrochoiäe genannt wird. Diese degeneriert 
dann in eine EUipse, wenn der Halbmesser des Meinen Kreises kalb so 
groß ist ah der Badius des festen (Fig. 353). Daraus nämlich, daß der 
Zentriwinkel des großen Kreises halb so groß ist wie derjenige des kleinen, 
folgt, daß immer das Bogenstück ax = a'x ist. Bei der Bewegung des 
kleineu Kreises gleiten demnach die Endpunkte seines Durehmessers ah 
stets auf den Schenkeln eines rechten Winkels, jeder Punkt P des Dureh- 
messers beschreibt also eine Ellipse. 



103. Die Ellipse als schiefe Parallelprojektio« des Kreises. 

Stellt man dieselben Setrachtungen wie am Beginne des vorigen Paragraphen 
bei schiefer Parallelprojektion an, so sind die Projektionen der Kreisordi- 
naten zwar auch unter sich parallel und stehen alle zu den zugehörigen 
Kreisordinaten im selben Verhältnis, sie liegen jedoch nunmehr schief 
zu der Projektion des horizontalen Kreis durchmessers (Fig. 354). Klappt 
man die Kreisebene wieder in die Projektionsebene um, so erhält man 
eine Figur, die sich von Fig. 344 nur dadurch unterscheidet, daß die 
Ellipsenordinaten nicht mehr senkrecht auf ihrem konjugierten Durch- 
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meeaer stehen, sondern alle unter bestimmtem Winkel gedreht sind 
(Fig. 355). Selbstverständlich ist dieser Durchmesser jetzt nicht mehr 
die große Achse. 

Die Figur 355 ist insofern von Wichtigkeit, als in ihr die Lösung 
der Aufgabe enthalten ist, eine Ellipse m ionstruierm, wenn von ihr zwei 
konjugierte Durchmesse ihrer 
Länge nach und der von ihnen 
gebildete Winkel gegeben ist. 
Mao hat zu diesem Zwecke 
über dem größeren der 





beiden konjugierten Durchmesser als Durchmesser einen Kreis mit einigen 
auf diesem Durcbmesser senkrecht stehenden Ordinalen zu zeichnen, durch 
die Fußpunkte dieser Ord naten Parallelen z de and n der konju- 
gierten Durchmesser zu z ehe ual de Lau e d ese EUij. een Ordinate n 
so zu bestimmen, daß das Verh It deiselben zu len z g hör ^eu Kreis- 
ordinaten gleich dem Verhilt sse ler be len ko j g te D rehmesaer 
ist. Es geschieht dies am beuten 1 rcl L nien l e n Je Endpunkten 
der Kreiaordinaten parallel zu der Veib n lungshnie dei Endpunkte der 
durch den Mittelpunkt gehe len Kreis md Ell f seno dinate gezogen 
werden. Zum Zeichnen de Elhpie ^sl ias ih m } -^ebe e Parallelo- 
gramm sehr wichtig. Die Tai geile n den etn einen EDipsenpunkt^i 
können in derselben Weise e he orfJ ogontder Fat älld/projektion hinzu- 
gefügt tverden. 

Diese EllipsenkoDstrukt on fii det z B bei Herstell u g einer Kava- 
li er Perspektive eines Kreises Anwendung 

Übrigens läßt sich die Ell pse at)j Jrei konjugie ten DitcJimessern 
auch direkt seichneit. Einzelne Pmkte derselben erhalt man als Schnitt 
entsprechender Stränden zweer projekti tr 8t äle b sehet (Pig 356). Zur 
Konstruktion derselben zeichnet min las ler EU p e m=iehr ebene Par- 
allelogramm, dessen Seitei paiaUel deu e^ele en kouj g erte Durch- 
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I sind. Einen derselben sowie eine Parallelogramms ei fce, die ihm 
nieht parallel ist, teilt man in gleichviel Teile und legt die beiden Pro- 
jektionezentren in die Endpunkte des nicht geteilten Durebmeasers. 

Äueh durch Umhüllung läßt sich die ElUpse aus zwei konjugierten 
Durchmessern unier Anwendung sweier projektiver Punkireihen zeichnen 
(Fig. 357). Man zeichnet zunächst wieder das umschriebene Parallelo- 
gramm parallel den beiden konjugierten Durchmessern und bestimmt auf 
zwei anstoßenden Seiten desselben zwei projektive Punktreibeii u, bzw. v 
dadurch, daß man durch einen Punkt x auf einem der beiden Durch- 
messer Strahlen von einem Endpunkte des anderen und der benachbarten 
Ecke des Paraüelogrammes aus zieht. Die Verbindungslinien je zweier 




entsprechender Punkte u und v sind dann Tangenten an die Ellipse, die 
von diesen eingehüllt wird. Auch der Berührungspunkt läßt sich noch 
leicht hinzufügen. Macht man xy = Ax (Fig. 357) und zieht Dy, so 
bestimmt diese Linie auf der Tangente den Berührungspunkt t. Be- 
trachtet man nämlich das Viereck, das von den vier Tangenten Eu, uv, 
GH und HE gebildet wird, und wendet auf dasselbe den für das Vier- 
eck modifizierten Satz des Brianchon an, nach dem sich die Verbindungs- 
linien gegenüberliegender Ecken und gegen üb erb egen der Berührungs- 
punkte aUe in einem Punkte schneiden, so folgt, daß Dt bestimmt ist 
durch den Schnittpunkt y von AC und uH. xy ist aber gleich Ax, 
weil Axy von « aus auf die Parallele EDH projiniert wird. 

Die beiden letzten Konstruktionen mit Hilfe projektiver Strahlen- 
büschel und Punktreihen lassen sich übrigens besonders auch zur Kon- 
struktion einer Ellipse aus ihren beiden Achsen anwenden. Aus dem 
umschriebenen Parallelogramm wird dann ein Rechteck. 

Endlieh sei noch eine direkte Konstruktion der Achsen, einer Ellipse aus 
zwei konjugierten Durchmessern mitgeteilt (Fig. 358). AB sei die große, 
CD die kleine Achse einer Ellipse; über AB und CD als Durchmesser 
seien Kreise gezeichnet, und endlich seien ME^E^ und MG^Gj zwei 
aufeinander sonkrecbto Radien. Bestimmt man aus diesen die beiden 
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EUipsenpuukte E and G, ao sind EMF uDd GMU zwei konju- 
gierte Durchmesser, und es ist AGGj^Gjj^ EE^E^. Dreht man nun um 
M die Punkte JlfGG^Ga um 90", ao gelangen dieselben nach MJE,E^^ 
und es ist EE^JE^ ein Rechteck, dessen Diagonale JE in halbiert 

OE _ OE^ _ 

~0S' ~ OM' ~ 



wird. Da 



, so ist 



SJ = ME. = a und TJ = ME^ = 



Aus dieser Betrachtung ergibt sich folgende Konstruktion der beiden 
Ellipaenachsen aus den beiden konjugierten Durchmessern EMF und 
GMH. Man errichte auf MS ein Lot und mache MJ-^ MS; man 
verbinde E mit J und schlage um den Mittelpunkt von EJ einen 
Kreis mit OM, der die Verlängerung von EJ in S und T schneidet. 
Dann sind Jl/'S und 3fT die Achsenrichtungen undiSJ'=a, bzw. TJ=b 
ihre halben Längen. 




101. Breimpimkte. Wir wählen ein ebenes Kollineati onssystem 
mit dem Zentrum 0, der Grundlinie g, der KoUineationsachse e und der 
Fluchtlinie f (Fig. 359). Mit Hilfe dieses Systems bilden wir einen 
Kreis, dessen Mittelpunkt in liegt, ab, und zwar einen beliebigen Punkt 
desselben, x, dadurch, daß wir die Tangente xS ziehen, den Farallelstrahl 
dazu, OF, zeichnen, F mit S verbinden und diese Linie mit dem Strahl 
ox in I zum Schnitt bringen; dann ist | die Abbildung von x. Ziehen 
wir noch von | aus das Lot |J> auf die Fluchtlinie, so ist 



iO 



iE 



iV 



oder 



gO _ |ZJ 
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wenn r der Radiua des Kreises und d der Abstand der Kolli neationsachse 
von der Fluchtlinie bedeutet. Verlängert man noch xo bis zu den 
Schnittpunkten x' und |' mit den beiden Kurven, so erheUt sofort, daß 
II' die Polare von F ist; dreht sich |§' um o, so bewegt sich F auf/"; 
/■ ist also die Polare vou o. 

Es gibt also auf etiler Achse eines Kegelschnittes iwnerhalb desselben 
einen Punkt o, der gusammen mit seiner Polaren die Eigenschaß hat, daß 
das Yerhällm.is d&r. Abstände irgend eines Kurvenpunläes von dem PimUe o 
und seiner Polaren ein Iconstantes ist. Einen solchen Punkt nennt man 
Brennpunkt, seine Polare die zugehörige Direktrix. Das konstante Ab- 
standsverhältnis £ eines Knrvenpunktes vom Brennpunkt und seiner 
Direktrix heißt die Exzentrizität der Kurve. 

Da der Kegelschnitt eine EUipee, Parabel oder Hyperbel ist, je 
nachdem die Grundlinie g den Kreis um o nicht schneidet, berührt oder 
Eclmeidet, je nachdem also r kleiner, gleich oder großer als d ist, so ist 
die Exsenlrisilät e bei der Ellipse kleiner, bei der Parabel gleich und bei 
der Byperpd größer als 1. — Umgekehrt ist der geometrische Ort eines 
Punktes, der em konstantes AbstandsverhaUnis von einem Punkte wnd 
einer Geraden hai, ein Kegelsdmitt und swar eine Ellipse, wenn dieses 
VerJMinis Meiner ah 1, eine Parabel, wenn es gleich 1, und eine Hyperbel, 
wenn es größer als 1 ist. 

Aus Fig. 359 ergibt sieh sofort noch die wichtige Eigenschaft, die 
für alle Kegelschnitte gilt, daß die Verbindungslinie des J^ennpunktes 
mit dem Schnittpunkte der beiden in den Endpunkten einer durch den 
Brennpunkt gehenden Sehne gezogenen Tangenten senkrecht zur Berührungs- 
sehne steht 

Weitere Brennpunktseigenschaften knüpfen sich an die einzelneu 
Typen und werden daher für jede derselben einzeln abgeleitet. 

105. Brennpiinktseigenscliaften der Ellipse. Aus Symmetrie- 
gründen folgt zunächst, daß auf der großen Achse einer Ellipse inner- 
halb derselben symmetrisch zu ihrem Mittelpunkte zwei Brennpunkte 
existieren. Die beiden Direktricen stehen auf der großen Achse senk- 
recht und schneiden diese in zwei Punkten, die gleichfalls symmetrisch 
zum Mittelpunkte, aber außerhalb der Kurve liegen. Die Entfernung 
der beiden Brennpunkte 2f bezeichnet man als Brenmveite. 
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Aus Fig. 360 ergibt sich 



_ AF _ 
" AB ~ 



Ä'F-ÄF 
A'n — AD " 



Demnach ist die Exzentrizität e der Ellipse 
dividiert durch die große Achse. 
Weiter ergibt sieh 



ich der Jii-ennweiie 



XY " 



XF _ XF-\-XF- XF-\-XF' 
XY' ~ X'Y+Xr- ~ DB' 



XF+ XF' = £ ■ nO' = eonst. 

D. h. die tiumme det Absicmde eines ElhpsejipiinJctes von den beiden Brenn- 
punkten ist konstant 

Wendet man diesen Satz auf einen Endpunkt der großen Achse an, 
so ergibt sich, daß diese konstante Summe — 2a, d. h. gleich der großen 
Achse ist Wendet man ihn auf einen Endpunkt der kleinen Achse an, 




so ergibt sich, daß jeder BrennpunM von den Endpunkten der kleinen 
Achse um die halbe große Aclise entfernt ist (Fig. 361). Zwischen den 
drei Größen a l und /"besteht somit stets die Btciehung /"= n'— b^ Durch 
je zwei derselben ist also itttb die diitte bestimmt und aus emem recht 
winkligen Dieietke zu ermitteln Duich zwei derselben ist somit auch eine 
EUipse eindeutig bestimmt und alle Ellipsen, hei denen das Vethaltnis 
der beiden BestunmungsstucJ e dasbelbe %st, sind einander aknhcfi Im be 
sonderen ist also die Ge-^talt der EUip\e ahhangig von dem Wette det 
Große {, uni zwu de£r^iipriPit die Fllipse f ir £ — m einen h.reis des'äen 
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Brennpunkte in dem Mittelpunkt zusammenfallen, wahrend sie für e = 1 
in eine doppelt zu reehnünde gerade Linie ausartet. 

Auf dem Satze von der konstanten Abstandssumme beruht die be- 
kannte Gürtnerkonstruktion der Ellipse. Man sticht dabei zwei Nadeln 
in die Brennpunkte und schlingt um dieselbe und um die Bleistiftspitze 
einen dünnen, mit den Enden zusammengeknüpften Bindfaden. Führt 
man den Bleistift so, daß* der Bindfaden, ohne sich zu dehnen, stets 
straff gespannt ist, so beschreibt derselbe eine Ellipse. — Auch als 
SdmittpwnMe sweier Kreise um die Brennpunkte ergehen sich FAlipsen- 
punkte, wenn die Summe der Radien = 3a ist (Fig- 362). 





Es sei in einem EUipsenpunkt X die Tangente gezogen, die die 
beiden Direktricen in T bzw. T' schneidet, sowie die Normale, die die 
große Achse in N trifft, dann ist (Fig. 363): 

J-'X _ F'X , F^X ^ X_Y _ XT 

XY" X y ^ F'X ~'XY'~ XT ' 

Da ferner die Dreiecke FXT und F'XT' rechtwinklig sind, so 
sind dieselben ähnlich; daraus folgt, daß der Winkel TXF'-^TXF ist; 
und hieraus wieder, daß der Winkel F'XN ^ FXN ist, d. h. aber in 
jedem ElUpsenpunkte halbiert die Normaie den Winkel der beiden Brenn- 
straMen, während die Tangente deren Ifebenwinkd halbiert. 

Von dieser Beziehung rührt der Name Brennpunkt her. Denkt man 
sich nämlich die Ellipse auf ihrer Iimenseite spiegelnd, so würden alle 
Lichtstrahlen, die von einem der Brennpunkte ausgehen, you der Ellipse 
nach dem andern Brennpunkte hin reflektiert werden. 

Auch eine einfache Tangentenkonstruktion schließt sich hieran; man 
halbiert den Winkel, der von den beiden Brennstrahlen des betreffenden 
Kurvenpunktes gebildet wird, und zeichnet die zu dieser Normalen ge- 
hörende Tangente. Es ist diese Konstruktion der in § 96, Fig. 314 mit- 
geteilten linearen vorzuziehen. 
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IV, Kurven. 



Verengert man in Figur 364 F'X um XV = XF and zieht J'F 
so ist das Dreieck FXY gleichscbenklig und F'V= 2a. Ist Ü der 
Schnittpunkt von FV mit der Tangente in X, so ist U, da die Tan- 
gente den Winkel bei X halbiert, die Mitte TOa FV; somit ist 

OU=^F'V=a. 
Betrachtet mau U als Fußpunkt des von F auf die Tangente gefällten Lotes, 
so liegli derselbe demnach auf einem Kreise' über der großen Achse als 





Durchmesser. Ist ü' der Fußpunkt des von F' auf die Tangente ge- 
fällten Lotes, so gilt für diesen Punkt dasselbe. 

Hieraus ergeben sieli eivei wichtige Konsiruktionen der Tangenten von 
einem Punlcte P am an die Ellipse. Erstens ist der Punkt V bestimmt 




als Schnitt eines Kreises um P mit FF und eines Kreises um F' mit 
2a (Fig. 365), Zweitens ist JJ bestimmt als Schnittpunkt eines Halb- 
kreises über FF und eines solchen über AA' (Fig. 366). 

Auch ehie Tangente, paraUel einer gegebenen Geraden, ist hiernach 
leicht zu zeichnen. Man ziehe die beiden Brennstrahlen senkrecht zu 
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der gegebenen Richtung und schneide dieselben mit dem Kreise über 
der großen Achse als Durchmesser. Die Verbindungslinie der beiden 
Schnittpunkte ist die gesuchte Tangente (Fig. 367). 

Endlich ei^ibt sieh aus dem Satze, daß die Fußpuakte der auf eine 
Tangente von den Brennpunkten gefällten Lote auf dem Kreise über 
der großen Achse liegen, eine Ellipsenkonstruktion, bei der die Kurve 
durch Umhüllung ihrer Tangenten erzeugt wird. Bewegt sich nämiich ein 
rechte Winkel so, daß sein Sciieitelpwnkt auf einem festen Kreise gleitet, 
während ein Schenkel durch einen festen Punkt im Innern des Kreises 
geht, so umhüUt der andere Schenkd des rechten Winkels eine ElUpse 
(Fig. 368), Bei dieser Konstruktion ist auch der Berührungspunkt in jeder 
Lage des rechten Winkels leicht hinzuzufügen. Man hat nur Fü um 





sich selbst bis V zu verlängern und V mit F' zu verbinden, so ist der 
Schnittpunkt X mit dem freien Schenkel der auf ihm liegende Berüh- 
rung ep unkt. 

Schließlich sei noch auf eine Konstruktion der Krümmungsmittel- 
punMe für die Scheitel hingewiesen, die sich aus dem Werte der Krüm- 
mnugsradien unmittelbar ergibt. Wir setzen dabei als aus der Analysis 
her bekannt voraus, daß der Krümmungsradius im Endpunkte der großen 
Achse gleich , im Endpunkte der kleinen Achse gleich -r- ist. Um 
diese Werte zu ermitteln, bat man in zwei benachbarten Scheitel- 
punkten die Senkrechten auf ihrer Verbindungslinie zu errichten. Die 
eine schneidet auf der großen Achse vom Mittelpunkte aus gerechnet 
den Krümmungsradius für die Endpunkte dieser Achse, die andere ebenso 
für die andere Achse ab (Fig. 369). 

Betrachtet man das rechtwinklige Dreieck, das von einer Brenn- 
punktsordinate und dem anderen Brennpunkte bestimmt wird, so ist, 
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wenn man diese Ordinate, die auch halber Parameter heißt, mit p be- 
zeichnet : 

2)^= (2a —pf— 4p ^ 4«^— 4ap + p^ ~ i{a^ — h^) 
b- 

d. h. auch der halbe Parameter — die BrennpmtJctsordinate — ist gleich 
dem Krümmungsradius für die Endpunkte der großen Achse. 



106. Broniii>iinkts6igenschafteu der Hyperbel. Auch für die 
Hyperbel fo^t aus Symmetriegrün den, daß auf ihrer reellen Achse, sym- 
metrisch zu ihrem Mittel- 
punkte, swd Brennputikte 
esistieren, deren Direlitricen 
auf der reellen Achse senk- 
recht stehen und diese in 
zwei Punkten schneiden, die 
gleichfalls symmetrisch zum 
Mittelpunkte und zwischen 
den beiden Asten der Hy- 
perbel liegen. Wie bei der 
Ellipse bezeichnet man die 
Entfernung der beiden Bi^eun- 




pu] 



nkte 2f als 



Brenn- 



weile, und 


;vieder ergibt sich aus Fig. 370, daß 


ist, d. h. 


A'F AI'' ÄF+AF FF 
^ "" A'i) ^ 'AB ~ 'A'D +~AD ~ AA! 

f 



Die Exzentrizität der Hyperbel ist gleich der Brennweite dividiert 
durch die reelle Achse. Aus derselben Figur ergibt sich weiter: 

XF _ XV_ _ XF- — XF _ XF'~ XF 
XY ^ XY'~ XY'-^ XY ~ Bß' ' 
oder es ist: 

XF — XF' = e ■ DB' = const., 

d. h. die Bifferem der Abstände eines Hyperbdpunktes von dm beiden 
Brennpunkten ist "konstant. 

Wendet man diesen Satz auf einen Endpunkt der reellen Achse an, 
so ergibt sich, daß diese Ivnsfante Differenz = 2a, d. h. gleich der reellen 
Achse ipt. 
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Hieraus folgt eine einfache Konstruktion, von Eyperbelpunkkn als 
Schnittpunkte zweier Kreise um die Bretmpunkle, wenn die Differms der 
Radien = 2a ist (Fig. 371). 




Es aoi in einem Hypertelpunkte K die Tangente gezogen, die die 
beiden Direktricen in T und T' sclineidet, dann ist (Fig. 372): 
FX _F'X , FX _ XY _ XT 

XY ~ X r^ ^ F'x ~ XY'~ xr> 



und da femer die beiden Dreiecke FXT und F'XT' rechtwinklig sind, 
80 sind sie ähnlich. Daraus folgt, daß der Winkel FXT=F'XT' ist, 




d. b. aber in jedem Syperhelpunläe halbiert die Tangente den Winkel der 
beiden Srennstrahlen. 

Wie bei der Ellipse schließt sich hieran -wieder eine einfache Tam- 
gentenJcoitstruktion; bei der Hyperbel halbiert man den Winkel, der von 
den beiden Brennetrahlen des betreffenden Kurvenpunktes gebildet wird. 

Schneidet man in Fig. 373 auf F'X die Strecke VX '^ FX ab 
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und zieht FV, so ist das Dreieck FXV gleichschenklig und F'V ~ 2a. 
Ist V der Schnittpunkt von FV mit der Tangente in X, so ist ü, da 
die Tangente den Winkel bei X halbiert, die Mitte von FV und damit 
ist f/ = Va-F' V '^a. Betrachtet man ü als Fußpunkt des von F auf 
die Tangente gefällten Lotes, so liegt derselbe demnach auf einem Kreise 




über AA' als Durchmesser. Ist V der Fußpunkt des von F' auf die 
Tangente gefällten Lotes, so gilt für diesen Punkt dasselbe. 

Hieraus ergeben sich, wie hei der Ellipse, zwei wichtige Konstruh- 
tionen der Tangenten von einem Funkte P aus an die Hyperbel. Erstens 
ist der Punkt V bestimmt als Schnitt eines Kreises um P mit PF 




und eines Kreises um F' mit äa (Fig. 374). Zweitens ist ü bestimmt 
als Schnittpunkt eines Halbkreises über FF und eines solchen über 
der reellen Achse als Durchmesser (Fig. 375). 

Auch eine Tangente parallel einer gegebenen Geraden ist wiederum 
leicht zn zeichnen (Fig. 376). Man fälle von den beiden Brennpunkten 
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Lote auf die gegel>ene Richtung und bringe die beiden Lote zum Schnitt 
mit dem Kreise über der reellen Achse als Durchmesser. Die Verbin- 
dungslinie der beiden Schnittpunkte igt die gesuchte Tangente. 

Endlich ergibt sich aus dem Satze, daß die FuBpuukte der auf eine 
Tangente von den Brennpunkten gefällten Lote auf dem Kreise über 
der reellen Achse liegen, eine Hyperbelkonatruktion, bei der die Kurve 
durch ümhüliung ihrer Tangenten erzeugt wird (Fig. 377). Bewegt sich 
nämlich ein rechter Winlzd so, daß sein Scheitel auf einem festen 
Kreise gleitet, während ein Schetüzd durch einen festen Puvkt außerhalb 
des Kreises — bei der Ellipse lag derselbe innerhalb — geht, so wmhülÜ 
der andere Schenkel des rediten Winkels eine Hyperbel. Auch der Berüh- 
rang^unkt läßt sich in jeder Lage des rechten Winkels wieder leicht 
hinzufügen. Man hat nur FÜ um sich selbst bis V zu verlängern und 
F' mit V zu verbinden, so ist der Schnittpunkt der Verlängerung von 
F' V mit dem freien Schenke! des rechten Winkels der auf diesem He- 
gende Berührungspunkt X. 

Kommt bei der Bewegung des rechten Winkels FÜ in die Lage 
der Kreistangente (Fig. 378), so fällt X ins Unendliche, U wird also 




Asymptote. Hieraus ergibt sich eine Konstruktion der Asymptoten einer 
Hyperbel, wenn ihre reelle Achse und ihre Brennpunkte gegeben sind; um- 
gekehrt aber auch lassen sieh hiernach die Brennpunkte einer Hyperbel 
leicht ermitteln, wenn ihre reelle Achse und ihre Asymptoten gegeben sind. 
Bezeichnet man das Stück der Scheitel tan gente zwischen den Asym- 
ptoten mit 56, ao ist in dem rechtwinkligen Dreieck AB OIl^ = a^~\-b^ 
(Pig. 379). Wegen der Kongruenz der Dreiecke OAR und OüF ist 
aber OB. = f, so daß man die Beziehimg hat /"^ = «^ + i^; — bei der 
Ellipse war f^ = a^ — b^ — . Infolge dieser Analogie bezeichnet man 
auch das Stück der Scheitel tangente zwischen den Asymptoten als ima- 
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ginäre oder Nebenachse der Hyperbel. Durch je zwei der Größen a, h 
und f ist stets die dritte bestimmt und aus einem rechtwinkligen Drei- 
eck zu ermitteln; durch zwei derselben ist also eine Hyperbel eindeutig 
bestimmt, und oMe Hyperbeln, hei denen das Verhältnis der beiden Be- 
stimmungsstücke, im besonderen die Exzentrizität e oder der Asymptoten - 
Winkel, derselbe ist, sind einander ähnlieh. Bei der Hyperbel kann s alle 
Werte von 1 bis oo annehmen, für £ = 1 wird der Äsymptotenwinkel 
gleich 0, und die Hyperbel degeneriert in eine doppelt zu rechnende ge- 
u Q rade Linie und zwar sind, wenn die- 

selbe als Hyperbel aufgefaßt werden 
j,. gju soll, ihre beiden äußeren Stücke als 

Kurve, wenn sie als Ellipse auf- 
gefaßt werden soll, das innere Stück derselben als solche aufzufassen 
(Fig. 380). Wird a = oo, so kann das entweder dadurch geschehen, daß 
/ = oo wird, es wird dann der Asymptotenwinkel gleich 180", und die 
Hyperbel artet in zwei parallele Geraden aus (Fig. 381), oder es wird 






f dadurch gleich oo, daß a = wird; die Hyperbel fällt dann mit 
ihren Asymptoten zusammen, d. h, sie degeneriert zu zwei sich schnei- 
denden Geraden (Fig. 382). Erwähnt sei noch die Hyperbel, bei der 
* =1/2 ist, bei der also b ^ a wird. Der Äsymptotenwinkel ist hier 
gleich 90"; eine solche Hyperbel heißt gleichseitig und bietet in gewissem 
Sinne unter dem Hyperbeltypus ein Analogon zum Kreise unter dem 
Ellipsentypus. 
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107. Asyraptotenelgenschaften der Hyperliel. Schneidet man zwei 
Tangenten eines Kegelschnittes durch eine dritte, so ivird das Stück <ier 
letzteren, das zwischen den beiden ersten liegt, durch den Berührungs- 
punkt und den Schnittpunkt der Berührungs sehne harmonisch geteilt 



(Fig. 383); es erhellt das sofort, wenn man den Schnittpunkt der 
beiden ersten Tangenten und den Schnittpunkt der dritten mit der Be- 
rühruügssehne ins Unendliche fallen laßt (Fig. 384). 

Wendet man diese harmonische Beziehung auf die beiden Asym- 
ptoten und eine dritte Tangente an, so ergibt sich, daß das zwischen 




die Asymptoten fallmde Stück einer Tangente in ihrem Berührungs- 
punkte lialbiert wird. Zieht man zu einer solchen dritten Tangente eine 
parallele Sekante und durch den Berührungspunkt der Tangente den 
konjugierten Durchmesser und berücksichtigt, daß dieser das zwischen 
den Asymptoten liegende Stück der Sekante und ebenso die auf der 
Sekante liegende Sehne halbiert, so ergibt sich weiter, daß die beiden 
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zwischen Kurve und Asympioten faUenden Stäche einer hdiebigen Sekante 
gleich groß sind (Fig. 385). 

Hieran schließt Rieh eine einfache Konstruktion von Myperbel^nJcfen, 
wenn t;on der Kivve die reelle Achse und die Asymptoten, oder die Asym- 





ptoten und ein Punkt, gegeben sind. Man hat nur durch den Scheitel- 
punkt der Hyperbel, beziehungsweiae durch den gegebenen Punkt, eine 
Schar von Sekanten zu ziehen und auf jeder derselben die Entfernung 
des gegebenen Kurvenpunktes yon einer Asymptote auf dem anderen 
Ende der Sekante abzutragen (Fig. 386). 
Werden zwei Tangenten eines Kegel- 
schnittes Ton zwei anderen Tangenten ge- 
schnitten, so schneiden sich die Verbin- 
dungslinien der vier Schnittpunkte auf 
der B er ührungs sehne der zwei ersten Tan- 
genten; es erhellt das sofort, wenn mau 
die Figur 387 so projiziert, daß der Schnitt- 
punkt der beiden ersten Tangenten Q und 
der Schnittpunkt der beiden Verbindungs- 
linien F ins Unendliche fällt (Fig. 388). 
Wendet man diese Beziehung auf .die 
Asymptoten und zwei andere Tangenten 

an, welche die Asymptoten in den Paukten A und B, bzw. C und D 
schneiden, so ergibt sich, daß AB parallel Cß, und hieraus, daß 
OAOS^OC-OD ist (Fig. 389). Das heißt aber, die Dreiecke OAB 
und OCD sind in halts gleich. Diesen Satz kann man auch so aus- 
sprechen: Eine Linie, die sich so bewegt, daß sie aus einem festen Winkel 
Dreiecke von konstaiüem Inhalt abschneidet, umkilllt eine Hyperbel. 
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108 Bieimpunktseij^enschiften dei Parallel In dn Technik ist 
die P^ribel fir Eiukii str iktiouet von emmpatei Wi Iitis^keit Sie tsi 
in jedPi Lp zekuvg dn Uhprqan^stypib suisclm Ell p f uni Hi/pnbel 
Dierae Zwischeastell mg der Parabel '.Riegelt sieh lenn auch m f ist dllen 
ihren Eigenschaften 

Fillt der Mittelpunkt und em Scheitel emei Ellipse ms Unendluhe 
ao fiUt auch ea« Btennpunlt ins Unendliche Daraus ergibt aich, daß 
die Paiabel nur einen emz^^eti im Lndhchen hfqmden JBiennjntnU he 
sitzt Ls kii n il'' em 4nil gon ? i d^m Satze i oii lei k nst'^nten 





Summe bzw Diffe enz 1er Biennstrahlen nicht geben Dagegen pxist'eit 
e ne g'Juze Reihe <m lerer An logien 

Da die Pii ibel nur eintn endhchen Brennpunkt besitzt so h^t sie 
auch uui eme einzige Direktrix nnd da für die Paiabel £ = 1 ist so 
ist die Parabel der geometribche Ort aller Pimkfi äeien Etdternuftg&t von 
einem festen Funkte — dem Sretmpunkf — und emet festen Geraden — 
der Direhflix — gleich qtoß sind (Fig 390} Daraus ergibt sich daß 
der Sehedd de> Parabel den Ab'itand des Bremipunkfes v n derDneMrn 
halbiert daß eine Parabel emdeviig bestimmt i-if, wenn die'iey Abstund qe 
gehen tst daß aho du Gestüt eittet Parabel nia von emo Qrioße ab 
hangig isi und daß omit aUe Patnbdn ähnlich sind 

Man nennt den doj gelten Ab^tind des Biennpunktes von der D 
lektris den Paramet r der Parabel tr st qleuh du doppelten Stein 
jninl tio} dmafe (iig 390) 

Diiaus diB die Pai ibel il FU pse hzw als Hyperb 1 aufgefaßt 
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werden kann, ergibt sicli sofort, daß die Tangente und die Normale in 
einem Parabelptmkte den WinM, den der durch diesen Funkt gehende 
Durchmesser mit dem zugehörigen Brennsirahl bildet, halhieri (Fig- 391). 
Auf diesem Satae beruhen die optischen und akuatischen Eigen- 
schaften der Parahel bzw. eines ßotationsparaboloida, d. h. einer Fläche, 
die durch Rotation einer Parabel um ihre Achse entstanden ist. Es 
werden nämlich alle Licht- and' ebenso alle Sehalis tralilen, die von dem 
Brennpunkte ausgehen, an der Parabel so reflektiert, daß sie parallel der 
Parahelachae, d. h. unter sich parallel verlaufen. Hierauf beruht die 
Wirkung von parabolisch gekrümmten Hohlspiegeln — Reflektoren — und 
von paraboloidischen Schallwänden, wie sie zum Abschluß von Konzert- 
hallen benutzt werden. 

Daraus, daß Tangente und Normale den Winkel zwischen Brenn- 
strahl und Durchmesser halbieren, folgt weiter, daß TFX und NFX 
gleichschenklige Dreiecke sind, daß also X, T und N auf einem Ereise 
um F liegen. Hieraus ergibt sich eine einfache Konstruktion für die 
Tangente und Normale in einem ParabelpunUe. 

Eine andere TangenimkonstnikUon geht ans der folgenden Über- 
legung hervor. Es ist T der Pol von Xx; 
daher sind T, A, x, oo vier harmonische 
Punkte, woraus folgt, daß TA = Ax ist, 
d. h., daß die „Suhtangent^' Tx gleich der 
doppelten Ähsmse Ax ist 

Ist in Fig. 392 FU senkrecht auf 

der Tangente XT, so halbiert JJ diese 

'stiet.ke es ist alao J 4. panUel Xi, 

d h f -l ist die Scheiteltangente der 

Parabel Darms eigibt siih sofort emmdl, 

daß das btiick emn Parabeltangente 3im 

sehen Berührungspunkt und Achte von der 

Seheddtangente halbiert m trd und fer 

ner, daß du Fußptmkte dm von detn 

Brennpunkt auf ihi PaialeUangenten gefällten Lote auf der bcheitel- 

Äus dem letzten Satz ergibt sich eine einfache Bnnn 

* die Patabel gezetchnet viiheqt Min zeichnet eme 

Tangente und errichtet m ihrem Schnittpunkt mit der fecheiteltangente 

das Lot auf der eriteren 

Femer ergibt "ich aus diesem Satze eine Konstiuktion bei welcher 
die Parabel als UmhuRung^kurve erscheint Seuegt sich namhcb ein 
rechter Winkel so äxß cum leinir Sihetikd dmch einen ffblai Punlt 
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geht, wahrend sein Scheitelpunkt auf einer Geraden gleitet, so umhidU der 
cmde}-e Schenkel eine Parabel (Fig. 393). Eine ähnliche Umhhilungtskoit 
struktioQ durch den freien Schenkel eines zwaiigslänfig getukrten iPLhten 
Winkels ergab sich für eine Ellipse und Hyperbel. Bei der Ellipse be- 
wegte sich der Scheitelpunkt auf einem Kreise über der großen Achse 
als Durchmesser, während ein Schenkel durch einen Punkt F innerhalb 




des Kreises hindurchgeht. Bei der Hyperbel gleitet der Scheitelpunkt 
eines rechten Winkels auf dem Kreise über der reellen Achse, während 
ein Schenkel durch einen Punkt F außerhalb desselben hindurchgeht. Bei 
der Parabel tritt an Stelle des Scheitelkreises der Ellipse und Hyperbel 
die Scheiteltangente — ein Kreis mit unendlich großem Radius — für 
den der Brennpunkt sowohl innerhalb als außerhalb liegend betrachtet 
werden kann (Fig. 394). 

Verlängert man in Fig. 395 FU bis zum Schnittpunkt V mit der 
Direktrix, so ist UV^FU, also FXVT ein Rhombus. 

In, dieser Figur sind auch ewei toichUge KonstnildiOTien der Tangente 
von einem Punkte P atis an die Parabel enthalten. Erstens ist der 
Punkt V auf der Direktrix bestimmt durch den Kreis mit PF um P. 
Der Durchmesser durch V bestimmt dann den Berührungspunkt X. 
Zweitens ist der Punkt U auf der Scheiteltangente durch den Kreis über 
PF als Durchmesser bestimmt. Den Berührungspunkt auf PU findet 
man wieder mit Hilfe des Punktes V. 

Auch die Kimstmktion einer Tangente parallel 3m eine}' gegebenen 
Geraden ist aus derselben Figur abzulesen. Man hat nur F JJ senkrecht 
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ZU der Geraden zu ziehen und von TI aus wieder die Punkte F und X 
zu bestimmen. 

Ist XN die Normale im Punkte X, so sind die Dreiecke XxN 
und ÜÄF ähnlich wegen der Parallelität der entsprechenden Seiten, und 
da Xx = 2 • ÜÄ ist, so ist xN =- 2 • ÄF; AF aber iat konstant gleich 







dem vierten Teile des Parameters. Es ist also die „Subnormcdd" xN für 
jeden Parahelßunki X honstant gleich dem kalben Pwrameter. 

Hieraus ergibt sich die Konstruktion eingelner Parabelpunkte, wenn 
der Brsnwptinkt iind der Parameter der Kwrve gegebm sind (Fig. 396). 
Man zieht um F einen Kreia mit beliebigem Radius, der die Achse in 
T und N trifft, schneidet anf NF von N aus die Strecke Nx gleich 
dem halben Parameter ab und errichtet in x das Lot, das den Kreis in 
X schneidet; dann ist X ein Punkt der Parabel. Eine Schar solcher 
lireise ergibt eine Schar von Parabelpunkten. 



109. Konstruktion eines Paratoelsegmentes aus Sehne und 
Pfeilhöhe. In der Technik tritt sehr häufig die Aufgabe auf, ein Pa- 
rabelsegment ffu ionstruieren, wenn dessen Sehne und Pfeilhohe geg^m sind. 
Es seien daher die folgenden drei wichtigen Konstruktionen mitgeteilt. 

Frste Konstruktion. Der Satz, daß die Subtangente gleich der dop- 
pelten Abszisse ist, hat allgemeinere Gültigkeit. Ist in Fig. 397 QR 
die Berührungsaehne der beiden durch P gehenden Tangenten, so muß 
P auf dem zu Qli konjugierten Durchmesser PM liegen, der die Parabel 
in S schneiden möge. Da ferner QP die Polare von P ist, so i 
P, S, M, CO vier harmonische Punkte, also PS — SM sein. Zieht i 
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folgt, daß UT in S 
I U, bzw. T halbiert 



noeb in 8 die Tangente UT parallel zu QU, t 
balbiert wird, und daß ebenso FR und TQ 
werden. 

Hieraus ergibt sich folgende Konstruktion. Man verbinde den End- 
punkt der doppelten PfeilbÖbe mit den Endpunkten der Sehne, so sind 
diese Linien die Parabeltangenten in den End- 
punkten der Sehne. Verbindet man ihre 
Mitten, so erhält man dadurch die Scheitel- 




tangente (Fig. i!98). Verbindet man nunmehr den Endpunkt der Hfeil- 
höhe mit den Endpunkten der Sehne und führt die oben angegebene 
Konstruktion für jedes der durch diese Linien, die Scheiteltangente und 
die Tangenten in den Endpunkten der Sehne begrenzteu Dreiecke noch 
einmal durch, so ergeben sich zwei weitere Tangenten mit ihren Berüh- 
rungspunkten. Durch Abschniirung weiterer Dreiecke und wiederholter 
Anwendung derselben Konstruktion ergeben sich beliebig viele Tnngenten 
mit ihren Berührungspunkten. 

Diese Konstruktion zeigt auch, daß die Parabel identisch mit der 
Wurfkurve ist; man hat dazu die Wurfbewegung nur zu zerlegen in 
eine gleichförmige Bewegung infolge der erteilten Anfangsgeschwindig- 
keit in deren Richtung und in eine gleichmäßig beschleunigte Bewegung 
in vertikaler Richtung abwärts infolge der Erdanziehung. 

Dieselbe KnnstruktiDii gilt selbht verständlich auch für ein schiefes 
Farabeheqment und kommt dann zui Anwendung, wenn von demselben 
die Sehnen und die Tangenten m ihren Endpunkten gegeben sind. 

Auch det Inhalt eines Seqmefnto, M nach dieser Konstruktion nicht 
schwel au ermitteln Ist namlicb A der Inhalt dos Dreieckes, das die 
Sehne ils rTriiudhme und die doppelte Pfeilhöhe als Höhe hat, so ist 
der Inhalt de*! Paribekegmenteb 
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ist. 

Es sei noch erwähnt, daß der SchiverpunM des Parahehegmentes auf 
seinem Durchmesser SM hegt und diesen im Verhältnis 2 : 3 so teilt, 
' daß der größere Abschnitt des Durchmessers am Seheitel 
liegt (Fig, 399). 

Zweite Konstruklion. In Paragraqh 97 wurde gezeigt, 
daß die Verbindungslinien entsprechender Punkte zweier 
projektiver Punktreihen durch Umhüllung einen Kegel- 
schnitt erzeugen. Sind die beiden. Punktreihen ähnlich, so 
entsprechen sich in ihnen die unendlich femeii Punkte, 
und es ist daher ihre unendlich entfernte Verbindungs- 
linie eine Taugente der Kurve, diese also eine Pa- 
i'ig. aws. 

rabet. 

Hiernach gestaltet sich die Konstruktion des Parabelsegmentes aus 
Sehne und Tangenten in ihren Endpunkten folgendermaßen: Man be- 
stimme auf den beiden Tangenten in den Endpunkten der Sehne zwei 
ähnliche Punktreihen etwa dadurch, daß man die beiden Tangenten in 





gleich viele Teile teilt und entsprechende Punkte mit einander verbindet 
(Fig. 400). Um sich bei der Verbindung entsprechender Punkte nicht 
zu irren, beachte man, daß jede der beiden genannten Tangenten bereits 
als Verbindungslinie zweier entsprechender Punkte aufzufassen ist. Ist 
das Segment durch Sehne und Pfeilhöhe gegeben, so bestimmt die dop- 
pelte Pfeilhühe den Schnittpunkt der beiden Tangenten (Fig. 401). In 
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diesem Falle sind auch unter Berücksichtigung des bei der ersten Kon- 
struktion henutzten Satzes die Berühr um gspniikte auf den einzelnen Tan- 
genten leicht hinzuzufügen. 

Dritte Konstruktion: Nach Paragraph 96 erzeugen zwei projektive Strah- 
lenbüschel durch die Schnittpunkte zweier entsprechender Strahlen einen 
Kegelschnitt. Wird eines der Strahlbüschel ein Faralhhirakletihüschd, 
dessen Zentrum also im Unend- 
lichen liegt, so gibt es nur ein 
Strahlenpaar, das sich im Un- 
endlichen schneidet. Die Kurve 
besitzt also im Unendlichen nur 
einen Punkt, ist also dne Pa- 
rabel. 

Hierauf stützt sieh die fol- 
gende Konstruktion: Man er- 
richte in einem. Endpunkte der 
Sehne die vierfache Pfeilhohe ^ 
und teile dieselbe in eine be- 
stimmte Anzahl toh Abschnitten. 
Die einzelnen Teilpunkte ver- 
binde man mit dem anderen 
Endpunkte der Sehne; dann ist 
dadurch dasjenige Strahlbüschel bestimmt, dessen Zentrum im End- 
lichen liegt. Sodann teile man die Sehne in dieselbe Anzahl von Teilen 
wie vorhin die vierfache Pfeilhöhe und errichte in den einzelnen Teil- 
punkten Lote auf der Sehne. Diese bilden das ParaUelstrahlenbüschel. 
Die Schnittpunkte entsprechender Strahlen beider Büschel ergeben die 
Parabel (Pig, 40ä). 




XII. Kapitel. 

RanmkiirYCii. 

110. Begriff der Bannikurve, Tangente, Schmiegungsebene, 
Normalebeno und Hauptnormalen. Bewegt sieh ein Punkt gesetzmäßig 
so im Baume, daß im aligemeinen keine vier aufeinander folgenden Lagen 
sich in einer Ebene befinden, so beschreibt der Punkt eine Jiavmkmrve. 

Die Verbindungslinie zweier Kurvenpunkte heißt Sekante^ dreht man 
dieselbe so um einen der Schnittpunkte, daß der andere dem Drehpunkte 
auf der Kurve näher und näher rückt, so erreicht die Sekante dann 
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^e, wenn dieser Punkt mit dem Drehpunkt zusammenfällt. 
In dieser Grenziage heißt sie Tangente. Die Definition der Tangente ist 
also genau dieselbe wie bei ebenen Kurven. Da sie auch bei Raum- 
kurven als Verbindungslinie zweier unendlich benachbarter Punkte auf- 
gefaßt werden kann, so gibt sie auch hier in jedem Punkte die Be- 
wegtmgsrichtung des die Kurve beschreibenden Punktes an. 

Jede Ebene, die durch eine Tangente geht, ist eine Tangentialebene 
in dem Berührungspunkte der Tangente. Es gibt also in jedem 
Punkte unendlich Tiele Tangentialebenen, die im allgemeinen die Kurve 
in einem weiteren Punkte schneiden (Fig. 403). Dreht man eine solche 
Tangentialebene um ihre Tangente so, daß dieser 
Schnittpunkt auf der Kurve dem Berührungspunkte 
näher und näher rückt, so wird sie schließlich eine 
ßrenalage erreichen, 
bei welcher der 
Schnittpunkt mit dem 
Berührungspunkte zu- 
sammenfällt (Fig- 
404). Die Kurve hat 
mit dieser Tangential- 
ebene dann drei un- 
endlich nahe Punkte gemein und heißt in dieser Grenzlage Schmiegungs- 
ebene oder Oakulations ebene. Dreht man die Tangentialebene noch 
weiter, so tritt der Schnittpunkt mit der Kurve auf der anderen Seite 
des Berührungspunktes auf; daraus geht hervor, daß die Kurve von 
der Schmiegtingsebene im Berührungspunkte geschnitten wird, daß alao 
die Kurve im Berührungspunkte von einer Seite der Schmiegungs ebene 
auf die andere übertritt. 

Die Bedeutung der Schmiegtingsebene wird noch anschaulicher, 
wenn mau die Kurve, ähnlich wie es bei den ebenen Kurven geschah, 
als einen polygonalen Zug von unendlich kleinen Elementen auffaßt, von 
denen aber bei einer Raumkurve im Gegensatz zu einer ebenen Kurve keine 
drei aufeinander folgenden in einer Ebene liegen. Die Tangente erscheint 
dann als yerlängening eines Elementes, eine Tangentialebene als eine 
Ebene, die durch ein Element hindurchgeht, und die Sehmieguagsebene 
als die Ebene, die durch zwei aufeinander folgende Elemente bestimmt ist 
(Fig. 405). Die Sehmiegungsebene eines Punktes ist also diejenige Ebene, 
die durch die beiden Elemente hindurchgeht, die in dem betrachteten 
Punkte zusammenstoßen. Sie spielt bei den Raumkurven eine ebenso 
wichtige Rolle wie die Tangente bei den ebenen Kurven. 
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Nach dem Gesagtea kann auch die Schmiegucgsebane aufgefaßt 
werden als diejenige Ebene, die durch zwei aufeinander folgende un- 
endlich nahe T^ugenten bestimmt ist. Diese Auffassung ist für die 




Konsbniktion der Schmiegungsebene von Wichtigkeit. Denkt mau 
nämlich die einzelnen Kurvenelemente verlängert, so bestimmen 
Spuren der Tangenten auf der Projektionsebene ein Spurpoljgou. 
dann beispielsweise die Spur der Schmiegungs ebene im Punkte 
stimmen, verlängert man die 
in 3 zusammenstoßenden Ele- 
mente 2 3 und 5 4, bestimmt 
die Spuren JJ23 und XJu die- 
ser Taügenten und verbiu- 



sich 
die 
Um 




defc dieselben; dann ist die Verbindungslinie die Spur der Schmiegungs- 
ebene des Punktes 3 (Fig. 405). Sind die Elemente der Kurve unend- 
lich klein, so wird auch aus dem Spurpolygon eine Spurkurve, und die 
Sparen der einzelnen Schmiegungs ebenen werden Tangenten der Spur- 
kurve und können als solche konstruiert werden (Pig. 406). 
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Alle Linien, die im Beruh rnugsp unkte einer Tangente senkrecht 
auf dieser stehen, heißen Normalen. Es gibt in jedem Punkte unend- 
lich viele Normalen; die von ihnen gebildete Ebene heißt die Normal- 
ebene (Fig. 407). Sie steht also senkrecht auf der Tangente in deren 
Berührungspunkte. Diejenige unter den Normalen, die in der Schniie- 
gungaebene liegt, heißt llauptnormale. Dieselbe ist also die Schnittlinie 
von Normalebene und Schmieguugsehene (Fig. 408). 

111. Die Krümmung der Raumkurven. Die Krömmung der 
Raumkurven wird in derselben Weise wie bei den ebenen Kurven durch 
den Kontingenzwinlcd gemessen, d. h. durch den Winkel, der von zwei 
unendlich heiiaehbarten Tangenten gebildet wird; nur liegt bei einer 
Ranmkurve jeder der Kontingeiizwinkel in einer anderen Ebene. Wie 
hei den ebenen Kurven kann auch die Krümmung der Raumkurven 
durch den Krümmungskreis gemessen werden, d. h. durch denjenigen 
Kreis, der mit der Kurve die zwei in dem betrachteten Funkte anein- 
ander stoßenden Elemente gemein hat; daraus geht hervor, daß der 
Krü mm unga kreis in der Schmiegungsebcne liegt und der Krümmungs- 
mittelpunkt auf der Hauptnormalen (Fig. 408). Es sei noch besonders 
darauf aufmerksam gemacht, daß im allgemeinen der Krümmungskreis 
im betrachteten Punkte von der einen Seite der Kurve auf die andere 
übertritt. 

Zu der durch den Kontingenzwinkel gemessenen Krümmung kommt 
bei den Raumkurven noch ein weiterer Begriff hinzu. Wie schon er- 
wähnt, liegen die Flächenstreifen der einzelnen Kontingenzwinkel nicht 
in ein rmd derselben Ebene, sondern jeder derselben bildet mit dem fol- 
genden einen unendlich kleinen Winkel, durch dessen Große die Gestalt 
der Kurve wesentlich mitbedingt ist. Dieser Winkel, den also zwei auf- 
einander folgende Schmieg ungs ebenen miteinander bilden, heißt Torsions- 
oder Windungswinkel {Fig. 405). 

Man kann demnach eine Raumkurve so erzeugen, daß man von 
einer ebenen Kurve, die in den einzelnen Punkten genau dieselben Kon- 
tingenzwinkel hat wie die Raumkurve, ausgeht und nachträglich die 
einzelnen Flächenstreifen zwischen zwei aufeinander folgenden Tangenten 
um die betreffenden Torsi onswinkel umknickt. 

Da beim Übergang von einem Punkte einer Kaumkurve zum nächst- 
folgenden gleichzeitig eine Riehtungsänderung der Tangente um den Kon- 
tingenzwinkel und eine Windung der Schmiegungsebene um den Tor- 
sionswinkel stattfindet, so heißen die Raumkurven auch K'arr,m doppelter 
Krümmung oder gewundene Kurven. Eine solche Kurve ist dann be- 
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atimmt, wenn die Ändenmgsgesetze so wohl für den Kontingenzwinkel, 
als aueli für den Toraionawinkel festgelegt sind. 

Wie eine Raurakurre aua einer ebenen Kurve durch Drehen der 
einzelnen Schmiegungsebenen erzeugt werden kann, so kcmn auch um- 
gekehrt jede Saumkurve dadurch m eme ^me Kurve transformiert werden, 
daß man die einseinen Fläckenstreifen stoischen swei henacbharim Tan- 
genten in ein und dieselbe Ebene umlegt. 

Bei dieser Transformation ändern sich die Kontingenzwinkel nicht 
(Fig, 405); zu jeder ßaumkurve gibt es daher nur eine einzige ebene 
Kurve, vrährend umgekehrt aus einer ebenen Kurve unendlich viele Raum 
kurven, je nach dem Änderungsgesetz des Torsiona winkele, herstellbar sind. 

112. Die eiitwickelbare Fläche einer KaiinilturTe. Die im 

vorigen Paragraphen der Anschaulichkeit wegen benutzten Fläehenele- 
mente sind in Wirklichkeit unendlich schmal. Läßt man eine Tangente 
an einer Raumkurve hingleiten, so erzengt sie eine krnmme Fläche, die 
Tangentenflädie. Dieselbe hat die Eigentümlichkeit, daß das Flächen- 
element zwischen zwei unendlich nahen Lagen der Erzeugenden zugleich 
in der Sehmiegunga ebene liegt; diese bildet also eine Tangentialebene, 
die die Fläche längs einer ganzen Tangente berührt. Weiter hat die 
Tangentenfläche die ausgezeichnete Eigenschaft, daß sie, ohne sich zu 
dehnen oder zu zerreißen, in eine Ebene ausbreitbar ist. Solche Flächen 
heißen allgemein entwicMbare Flächen; daher bezeichnet mau die Tan- 
gentenfiäche einer Raumkurve auch als die ent- ^ 
wickelbare Fläche derselben. Bei der Ausbrei- 
tung oder Entwicklung derselben in eine Ebene 
wird die Raumkurve- gleichzeitig in die zugehö- 
rige ebene Kurve transformiert. 

Verlängert man die einzelnen Kurveuelemente 
auch nach der andern Seite, so wird von ihnen 
em zweites Mttniä'ituck gebildet, das mit dem 
eisten Mantel längs der Raumkurve derart zusam- 
menhangt, daß in jedem Punkte die Schmie- 
gungsebene sich beröhrend zwischen beide Mäntel 
duichlegt (Fig 409) Die beiden Mäntel berühren 
sich also Idugs der Raumkurve gleichfalls und 
hangen ahnlith wie die zwei Kurvenäste in 

einem Ruckkehi punkte zusammen. Jede Schnittebene schneidet daher 
die Fläche auch in einer Kurve, die in dem Schnittpunkt mit der ßanm- 
kurve einen Müekkehrpunlit besitzt. 
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Tlmgekehrt bezeichnet man daher auch die Raumkurve als die liück- 
kekrhtirve der entwiekelbaren Fläche. 

Wir waren bei der Betrachtung der ßaumkurvon von der gesetz- 
mäßigen Bewegung eines Punktes ausgegangen. Zwei unendlich nahe 
Lagen des Punktes bestimmten dabei die Tangente, durch die wiederum 
die T äugen tenfläche erzeugt wurde, während drei unendlicli nahe Lagen 
des Punktes die Sehmiegungsebeue bestimmten, durch welche die Fläche 
umhüllt wird. Umgekehrt kann man auch die reiiproken Betrachtungen 
anstellen und von der gesetzmäßigen Bewegung einer Ebene ausgehen, 
die dabei eine Fläche umhüllt. Je zwei unendlich nahe Lagen dieser 
Ebene schneiden sieh dabei in einer Geraden, die in ihrer Gesamtheit 
die Mantellinien der Fläche bilden; je drei unendlich nahe Lagen der 
Ebene schneiden sich in einem Punkte; alle so entstandenen Punkte bilden 
in ihrer Aufeinanderfolge eine Kurve, für welche die Mantellinien Tan- 
genten sind. Die Raumkurve kann also aufgefaßt werden, sowohl als 
Punktgebilde, als auch als Tangentenge bilde, als auch als Ebenengebilde. 

113. Einteilung der Raumknrren. Nach dem Vorgang der ana- 
lytischen Geometrie teilt man die Baumkurven in transzendente und 
algehraische\ ein, je nachdem sie mit einer Ebene eine unendliche 
oder endliche Anzahl von Schnittpunkten gemeinsam haben. Die alge- 
braische Kurven teilt man wieder in Ordntmgen ein, und zwar heißt eine 
Kurve von der w"" Ordnung, wenn sie von einer Ebene in n Punkten 
geschnitten wird. Die niederste Ordnung ist die dritte. Ist die Raum- 
kurve durch Bewegung einer Ebene erzeugt, so heißt sie dann von der 
w"" Klasse, wenn von einem Punkte aus n Seh miegungs ebenen an sie 
gelegt werden können. Auch die niederste Klasse einer Raumkurve ist 
die dritte. 

114. Singularitäten und Besonderheiten. Im Verlaufe der 
Raumkurven treten, ähnlich wie bei den ebenen Kurven, dadurch Sin- 

gnlaritäton auf, daß der erzengende Punkt, die er- 
zeugende Tangente und die erzeugende Schmiegungs- 
ebene in ihrer Bewegung statioi^r werden. Tritt 
dieses bei der Bewegung eines Punktes ein, so 
entsteht dadurch ein BUchlcehrpunkt, tritt es bei 
der Bewegung einer Tangente ein, so wird der 
Kontingenzwinkel gleich Null, und die Kurve besitzt 
einen WendepunM, ti-itt es endlich bei der Bewegung der Schmiegungs- 
ebene ein, so wird der Torsionswinkel gleich Null, die Kurve steht dann 
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mit der Sehmiegungsebene in einer vierpurikUgen Berükning, und drei auf- 
einander folgende Kuryeueleraente fallen in eine Ebene. In einem sol- 
chen Punkte bleibt die Kurve auf derselben Seite der Schmiegungsebene. 

Ist für die Kurve eine Symraetralebene vorhaudeii, so besitzt die 
Kurve im Sebnittpunkt mit derselben einen Scheitelpunkt'^ in diesem ist 
die Schmiegungsebene stets stationär. Ein solcher Funkt ist z. B. der 
oberste Punkt der Stuhllehne in Fig. 410. 

Auch mehtfacbe Punkte können ähnlich wie bei den ebenen Kurven 
vorkommen, 

115. Die Projektion einer Raumkurre. Die Projektion einer 
Baumkurve auf eine Ehene ist eine ebene Kv/rve vcn dersdien Ordnung 
wie die Smimktirve; denn schneidet man die Raumkurve durch eine Ebene 
senkrecht zur Projektionsebene, so entspricht jedem Schnittpunkt der 
Raumkurve ein und nur ein Schnittpunkt ihrer Projektion mit der 
Schnittlinie der beiden Ebenen (Fig, 411). Umgekehrt darf man jedoch 
nicht von einer Projektion einer Baumkurve auf diese selbst sehließen, 
da in der Projektion leicht Besonderheiten auftreten können, die die 




Raumkurve selbst in den betreffenden Punkten nicht besitzt, die vielmehr 
nur durch eine besondere symmetrische Stellung der Raumkurve zur 
Projektionsebene auftreten können. Zwar projizieit sich eine Tangente 
der Raumkurve stets wieder ala Tangente und eben'^o ein Rückkehr- 
pnnkt als Rückkebrpunkt, ein Wendepunkt als Wendepunkt und ein 
mehrfacher Punkt als mehrfacher Punkt. Umgekehrt ist es aber woM 
möglich, daß ein Wendepunict oder ein Büdikehrpunkt der ebenen Kurve 
die Projektion eines gan0 gewöhnlichen Baumkurvenpunktes darstellt'^ nur, 
wenn von der Raumkurve zwei Projektionen — Grund- und Aufriß — 
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gegeben sind, darf man mit Sieherheit Ton der Gestalt der ebenen Kurve 
auf die Gestalt der Raumburve einen Schluß ziehen. 

Die Projektion eines beliebigen Kurvenpunktes zeigt dann eine Be- 
aonderheitj wenn die Schmiegungseime des betreffenden Punktes senkrecht 
auf der Frojektiimsebene steht. In diesem Falle projizieren sich die beiden 
Kurvenelemente, durch die die Schmiegungs ebene gelegt ist, iu eine Ge- 
rade. Hat dabei die Tangente zur Projektionsebene noch eine beliebige 
Lage, so entsteht ein Wendepunkt; denn in diesem liegen gleichfalls zwei 
Eurvenelemente in einer geraden Linie, und da die Kaumkm-ve in dem 
betrachteten Punkte von einer Seite der Schmieg ungsebene auf die andere 
übergebt, so muß auch die Projektion der Kurve von einer Seite der 
Tangente zur andern übergehen (Pig. 412). — Steht aber außer der 




Schmiegtmgsebene auch noch die Tangente senkrecht auf der Projektionsebene, 
Bo tritt die Raumkurve zwar auch auf die andere Seite der Schmie- 
gungsebene; der Verlauf ihrer Projektion ist aber vom Fußpunkte der 
ßaumkurventangente an rückwärts gerichtet; die Projektion erhält also 
eine Spitze (Fig. 413). Diese wird dann zum Schnabelpunkte, wenn die 
Eaumkurve in dem betreffenden Punkte eine stationäre Sehmiegungs- 
ebene besitzt, weil dann die Raumkurve auf derselben Seite der Schmie- 
gungsebene bleibt, ihre Projektion also im Berührungspunkte zwar rück- 
läufig wird, aber auf derselben Seite der Tangente bleibt (Fig. 414). 

Es gilt das nicht bloß für orthogonale Parallelprojektionen, sondern 
auch für schiefe und ebenso für Zentralprojektionen. Stets, wenn eine 
Tangente gleiehseitig Projektionsstr<M ist, ist die Projektion des Be- 
rührungspunktes ein MikkkekrptmM. Bei Zentralprojektion kann man sich 
leicht direkt davon überzeugen: Hält man einen als Raumkurve gebogenen 
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Draht so, daß die Tangente eines Punktes durch das Auge geht, so 
scheint die Kurve in diesem Funkte einen Riiekkehrpunkt zu besitzen; 
geht nur die Schmiegungsebene durch das Äuge, so erscheint ein Wende- 
punkt. Dieselben Verhältnisse lassen sich auch an dem Schatten einer 
Raumkurve experimenteil nachweisen. 

Im aUgeineinmi ist die Projektion eines beliebigen, Bogen stücfces einer 
Saitmkmve von dreierlei Ti/ptts; entweder sie bildet eine Schleife oder, 
wenn die Projektionsebene so weit geneigt wird, daß die Tangente senk- 
recht auf ihr steht, eine Spitze oder endlich, wenn die Projektionsebene 
noch weiter geneigt wird, eine Undulation mit AVendepunkten. 

116. Die Eektiflziemng einer KaumkiirTe. Um die wahre Länge 
einer Jtaumkurve zu bestimmen, ist es notwendig, dieselbe zunächst in 
einer Ebene auszubreiten; das kann theoretisch am einfachsten da- 
durch geschehen, daß man die Tangentenfläche entwickelt. Praktisch 
ist dieses jedoch meist nicht nötig; vielmehr genügt es, wenn man 




irgendeine moglieh&t einfache entwickelbare Fläche durch die Kurve 
hmdnrchlegt und ausbreitet Als einfachste entwickelbare Flache 
bietet sich von sellist dei die Kaumkurve proßzierent^e Zylinder dai- 
(Ilig 415), wickelt man diesen ab, so wird die Projektion der Kaum- 
kurve zur geraden Linie, deren wahre Länge, mittels angemessen kleiner 
ZirkelöfFnung, aus der Projektion zu entnehmen ist. Trägt man dann in den 
einzelnen Funkten dieser Cferaden die wahren Längen der Zylindermantel- 
linien — die Höhen der einzelnen Raum kurvenpunkte — ■ senkrecht auf 
der Geraden ab, so erhält man die rektifizierte Raumkurve (Fig. 416). 
Im nächsten Kapitel woUen wir als für die Technik wichtigstes 
Beispiel einer Eaumkurve die Schraubenlinie genauer untersuchen. 
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XIII. Kapitel, 

Die Schraubenlinie. 

117. Definition und einfachste Projektion der Scliraulbenlinie. 

Bewegt sieh ein Punkt, der in fester Verbindung, etwa durch eine 
senkrechte Speiche, mit einer Geraden steht, so um diese als Ächae, daß, 
während der Punkt sich gleichmäßig um die Achse dreht, die Speiche 
proportional mit der drehenden Bewegung eine auf ihr fortschreitende 
Bewegung ausführt, so daß gleichen Drehungi 
winkeln gleiche Verschiebungs strecken entsprt 
chen, so beschreibt der Punkt eine Schraubenlinie 
(Fig. 417). Die Gerade, um die die Drehung er- 
folgt, heißt Schraiibenachse, die Entfernung des 
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Punktes Ton ihr Halbmesser, die Verschiebung, die einer vollen Um- 
drehung Yon 360" entspricht, heißt Ganghöhe der Schraube. Durch sie 
und den Halbmesser ist die Schraube bestimmt. 

Den einfachsten Gnmd- und Aufriß einer Schraubenlinie erhält 
man, wenn die Achse senkrecht auf der Horisontalehene steht (Fig. 418). 
In dieser drückt sich dann, da die Projektion der Achse als Punkt er- 
scheint, die fortschreitende Bewegung nicht aus, während sich die Speiche, 
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da sie immer parallel der Projektionaebene ist, stets in wahrer Gfestalt 
projiziert. Die Horisontalprojektion ist somit ein Kreis. Um die Ver- 
tikalprojektion zu bestimmen, sind in den einzelnen Kreispunkten die 
Höhen aufzutragen. Es geschieht das nach der Definition der 
Sehraubenlinie dadurch, daß man den Kreis in etwa zwölf gleiche Teile 
teilt und die Teilpunkte auf die Vertikalprojektion des Kreises, die als 
gerade Strecke ereeheint, hinauflotet, die Ganghöhe in ebenfalls zwölf 
gleiche Teile teilt unri nun der Reihe nach in den einzelnen Kreis- 
punkten die Höhen so aufträgt, daß einer Drehung von tö; Jä' ■ " * ^^^ 
Erhebung von — , 2-;--, ... entspricht. Auf diese Weise erhält man 
die Vertikalprojektion eines Umgangs der Schraubenlinie. Der zweite 
Umgang und ebenso jeder weitere ist dem ersten kongruent. Die Kurve 
kann in unendlich vielen Windungen nach beiden Seiten ins Unendliche 
verlängert werden. Sie ist also eine transzendente Kuiwe; daraus folgt, daß 
die Vertikalprojektion gleichfalls eine transzendente Kurve ist, deren 
Gleichung sofort hingeschrieben werden kann. Es ist nämlich: 

X = r ■ siatp und h : y — ^2z : <p oder (f = -— • y, 



d. h, die Kurve ist eine Sinusoiäe. 

Wenn die Schraubenlinie ■ — von außerhalb des Kreises am be- 
trachtet — von links nach rechts aufsteigt, so heißt dieselbe links ge- 
wunden, andernfalls rechts gewunden. Die in der Technik benutzten 
Schrauben sind fast durchweg liaks gewunden. 

118. Der Scliraubenzylinder. Aus der Konstruktion der Schrau- 
benlinie geht hervor, daß die die Kurve auf die Vertikalebene projizie- 
rende Zylinderfiäche ein Kreiszvlinder ist, dessen Mantellinien auf 
der kreisförmigen HorizontaLprojektion der Schraubenlinie senkrecht 
stehen: 
linie li 
benzyli 



neimt diesen Kreiszy linder, auf dem die Seh raub ei 
iegt, den Schravhensylinder. Sehneidet man den Mantel des Schrau- 
nders längs einer Mantellinie OL gleich der Ganghöhe auf 
(Fig. 419) und wickelt ihn ab, so wird der Grundkreis zu einer geraden 
Strecke, und das Mantelstück hat die Gestalt eines Itechtecks mit den 
Seiten 2-r-jt und h (Fig. 420 [in halbem Maßstäbe von Fig. 419]). 
Für jeden Punkt X der Kurve ist X.x proportional zu Ox, die Schrauhen- 
linie tvwd also zur geraden Linie, zur Diagonalen des Rechtecks; daraus 
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fo^ weiter, daß die Schraub enliuie eine geodätische Linie auf dem Manld 
eines senkrecliien KreissyUnders ist, und daß sie, da alle Mantellinien von 
ihr unter demselben Winkel geschnitten werden, Loxodrome der ZyUnder- 
ma/ntälinien ist, Äueb geht daraus hervor, daß man die Schrauben- 
linie dadurch entstehen lassen kann, daß man eine Ebene mit einer ge- 
raden Linie um den Zylinder wickelt; dabei bat man, wenn man die 





Schraubenlinie in ihrer unendlichen Ausdehnung erhalten wiU, entweder 
die Ebene und die Gerade unbegrenzt sich vorzustellen und sie im- 
endlich oft um den Zylinder herumzuwickeln, oder man hat sich in der 
Ebene unendlich viele parallele Gferaden zu denken, deren Entfernung 
voneinander in der Richtung der Mantellinien gleich der Ganghöhe ist 
(Fig. 420). Auf jeder Mantellinie liegen also unendlich viele Punkte 
der Schraubenlinie, die alle voneinander um die Ganghöhe entfernt sind. 

119. Der Sleignngswiiiicl der Schraiilbenliiiie. Denkt mau sieh 
das Dreieck 00' L' nur zum Teil abgewickelt bis zui Mantellinie X.x 
und in der Lage der Tangentialebene in Xa ausgespannt gehalten 
(Fig. 419), so ist das geradlinige Stück 0"X. die Veilangerung de; letzten 
Kurvenelementes, also Tangente. Da der Winkel XO"j fui jeden Punkt 
X derselbe ist, so ist auch der Horizontalneigungswinkel a aller Tan- 
genten konstant; man nennt ihn den Steigungsivinkel der Schraubenliuie. 



y Google 



Die Schiaubenlinie. 



205 



Eine Schraubenlinie war durch den Radius r und die Ganghöhe h ein- 
deutig bestimmt; durch das Verhältnis dieser beiden Größen -j- oder durch 
« ist die Gestalt der Schraubenlinie bestimmt Alle Schraubenlinien, für 
welche -j- oder« gleichen Wert haben, sind einander aÄn(/c7i; für a = 0'' 
degeneriert die Schraubenlinie in einen Kitib, tili k = 90" in eine Ge- 
rade. Kreis und Gerade sind also als Gienzfoymen der f^chraubetüinie auf- 
zufassen. 



130. Die Tangente der SchraubeuIIiile. In dem Dreieck XO"x 
ist XO" die Tangente, a:0" ihre Horizontalprojektion, und diese ist gleich 




der wahren Länge des Kreiahogenstückes Ox (Fig. 419). Es kann also 
die Horkontalspur der Tangente im Punkte X dadurch ermittelt werden, 
daß man auf der Kreistangente in x von x aus die wahre Länge des 
Kreisbogen Stückes Ox mitteis kleiner ZirkelöfEnung bis 0" abträgt, dann 
ist 0" die Horizontalspur der Tangente in X {Fig. 421). 
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Bie Ewümtalspuren aller Tangenten liegen somit auf der Kreisevol- 
vente. Ist eme größere Anzahl von Tangenten zu zeielmen, so ist es 
zweckmäßig, zunächst die Evolvente zu konstruieren. 

Die Tangenten fdr alle Punkte auf derselhen Mantellinie sind par- 
allel. Hat man daher in einem höheren Punkte X' eine Tangente zu 
zeichnen, so ist es zweckmäßig, die Konstruktion für den tiefsten auf 
derselben Mantellinie Kegenden Punkt X auszuführen und zu der Tan- 
gente durch diesen Punkt eine Parallele durch den höher gelegenen zu 
ziehen (Fig. 421), 

121. Schmiegungsebeiie der Schraubenlinie. Um die Schmie- 
gungsebene im PimJcte X der SchraubenUnie zu ermitteln, sei an die all- 
gemeine Konstruktion dei-selben erinnert. Die Schmiegungsebene berührt 
die Tangentenfläche, die Spur der ersteren berührt also die Spur der 
letzteren. Bei der Schraubenlinie ist daher die Sorizontalspur der Schmie- 
gtmgsebene Tangente an die Kreisevolvente und somit ohne weiteres zu 
zeichnen (Fig. 421). Beachtet man noch, daß die Tangenten der Evolute 
die Normalen der Evolvente sind, so ist es nicht einmal nötig, die Evol- 
vente selbst zu zeichnen. — Die Vertikalspur der Schmiegungsebene im 
Punkte X ist durch die Vertikalspur der Tangente in diesem Funkle 
bestimmt. 

Im Punkte A ist die Tangente parallel zur Vertikalebene (Fig. 421), 
Die Horizontalspur der Schmiegungsebene dieses Pimktes und damit 
diese selbst steht somit senkrecht auf der Vertikalebene. Die Kurve 
besitzt also hier einen Wendepunkt Die Tangente in diesem Punkte ist 
Wendetangenie, und da sie parallel mit der Vertikalebene ist, piojiziert 
sie sich auf diese in wahrer Länge, Der Winkel den ihre Vertikal- 
projektion mit der Projektionsachse bildet, ist somit gleich dem Stei- 
gungswinkel u der Schraubenlinie, und ihre Hormoiitidptojektton vom 
JBerüiiningspunlcte Ms zur Horizontalspur ist gleich det uahten Lange des 
vierten Teiles des Kreisumfangs. 

Fällt man von einem Punkte der Schraubenlini eine "^enktechte 
auf die Achse derselben, so ist diese auch senkiecht luf dei Tangente 
im betrachteten Punkte, also Normale. Im Punkte A steht «le senk- 
recht auf der Vertikalebene, und da die Schmiegungsebene diese« Punktes 
gleichfalls senkrecht auf der Vertikalebcne steht, so ist ±ur diesen! unkt 
ersichtlich, daß die betrachtete Normale in der bchmiegungsebene 1 egt, 
fjao Hauptnonnale ist. Diese ist zur Konstruktion der bthmiegungs- 
ebene dann von Wichtigkeit, wenn der Spurpunkt der Tmgente in dem 
betrachteten Punkte über das Zeichenblatt hinaustnllt 
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Endlicli ist in dem Punkte Ä ersichtlich, daß auch die Schmiegwngs- 
ehme mit der Rori/sonialehme den Steigungswinkel a der Schraubenlinie 
bildet. 



122. Die Terschiedeneu Typen cin«r Projektion der Schrauben- 
linie. Bisher benutzten wir bei der Projektion der Schraub enlinie eine 
besonders einfache Lage derselben zur Projektionsebene. Ist eine andere 



Lage verlangt, so ist es doch zweckmäßig, von 
der bisherigen Lage auszugehen und die ge- 
wünschte Lage aus dieser durch Drehen oder 
Transformieren herzustellen. Ist z. B. derjenige 
Typus der Schraubenliuieuprojektion verlangt, bei 
welchem Spitzen auftreten, so muß die Tangente 



o 




dieses Punktes senkrecht auf der Projektionsebene stehen. Dreht man 
also die bisherige Vertikalprojektion so weit, daß die Wendetangente senk- 
recht auf der Projektionsachse steht, und das ist dann der Fall, wenn 
man um einen Winkel von [90 — «]" dreM, so projiziert sich der Wende- 
punlct in die nunmehrige HorisontalprojekÜon als BückkehrpunM (Fig. 422). 
Dreht man weniger, so bilden sich ScJüeifm,, dreht man mehr, so entstehen 
Undulationen; diese sind zunächst hinten spitzer als vorne; ist die Schrau- 
benachse parallel zur Horizontalebene, so sind sie hinten und vorne 
gleich, dreht mau noch weiter, so werden die hinteren stumpfer; der 
Kreis ist als spezieller Fall von Schleifen aufzufassen (Fig- 423). 
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Dieselben Typen lassen sich auch durch Transformation herstellen. 
Steht die neue Projekt ionsachse senkrecht anf der Wendetangente, so 
erhält man Rückkehr punkte, andemfalls Schleifen oder tJndulatioDen 
(Fig. 424). 

Übrigens ist es nicht schwer, die Projektion der Schravhenlinie in 
schiefer Stellung auch direli herzustellen liY der Neigungswinkel der 
Achse gegen die Piojektions ebene ge- 
geben, --o ist dei Neigungswinkel des 
Grundkreises gleich dem Komplement 
dieses Winkels. Der Grundkreis pro- 
jiziert sieh dann als Ellipse, und wenn 
man diese unter Benutzung des Kreises 
konstruiert, so ergeben sich auf der 
Ellipse von selbst Punkte, die die 
Projektionen yon Kr eisp unkten in 
gleichen Abständen sind. Die Projek- 
tion der Achse steht senkrecht auf 
der großen Achse der Elhpse. Teilt 
man das Stück der Schrauhenachse, 
welches die Projektion der Ganghöhe 
ist, in ebenso viele gleiche Teile, wie 
auf der Ellipse markiert sind, und 
zieht Ton den aufeinander folgenden 
Teilpunkten aus Parallelen zu den aufeinander folgenden Ellipsenradien und 
macht die Parallelen ebenso lang wie die entsprechenden Radien, so be- 
stimmen ihre Endpunkte die Projektion der Schraubenlinie in schiefer 
Stellung (Fig. 425). 

Nach demselben Verfahren wird auch eine axonometrisdie Zeichnung 
der Schrauhenlinie hergestellt, auch wenn es sich dabei nicht um ortho- 
gonale, sondern um schiefe Parallelprojektion handelt. Soll z. B. eine 
KavaUerf)erspehtive der Schraubenlinie gezeichnet werden, so hat man 
wieder auf der Ellipse, die die Projektion des Grundkreises darstellt, 
Punkte so zu bestimmen, daß sie Projektionen von Kreispunkten in gleichen 
Abständen repräsentieren, und durch diese Punkte die Ellipsenradien zu 
legen (Fig. 417). Auf der Achse teilt man wieder das Stück, das die 
Projektion der ersten Ganghöhe ist, in ebenso viel gleiche Teile als 
Bllipsenradien gezeichnet wurden. Zieht man dann von den aufeinander 
folgenden Teilpunkten der Achse Strecken, die parallel und gleich den 
aufeinander folgenden Radien sind, so bestimmen die Endpunkte der- 
selben die Kavalier Perspektive einer Schraubenlinie. 
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Die angegebene Konstruktion erinnert an die Konsl/riiktion der ZyMoide. 
Diese Kurve wurde ebenso konstruiert, nur wurde statt der Ellipse 
ein Kreis benutzt. Parallel- 
projiziert man aber eine Zy- 
kloide, so wird aus dem 
Kreis wieder eine Ellipse; die 
Schraobeniiuienprojektion ist 
also identiscb mit der Zy- 
Moidenprojektion, oder die 
Schra üb eulin ienprojektion ist 
mit der Zykloide affin. Aus 
diesem Gfrunde sind auek die 
drei Typen der beiden Kur- 
ven dieselben. Es ist nicbt 
auffällig, daß ein Zusammen- 
hang zwischen Schraubenlinie 
undZykloide besteht, denn das 
Bewegungsgesetz, durch wel- 
ches die beiden Kurven er- 
zeugt werden, ist dasselbe, 

beidemal führt nämlich ein Punkt gleichzeitig eine drehende und fort- 
schreitende Bewegung aus, nur liegt bei der Zykloide die Achse in der 
Ebene des Kreises. 

In einem besonderen Fall ist die Projektion der Schraubenlinie nicht 
nur affin, sondern identisch mit der Zykloide, nämlich dann, wenn die 
Schraubenlinie schief paraRelproji ziert wird auf die Ebene ihres Grund- 
kreises, was z. B. dann der Fall ist, wenn die Sonne einen Schlagschatten der 
Schraubenlinie auf die Ebene ihres Gfrundkreises wirft. Ist bei dieser 
Projektion der Horizontalneigungawinkel der Projektiona strahlen gleich 
dem Steigungswinkel der Schraube, so existiert eine Schraubeulinien- 
tangente, die parallel den Projektionsstrahlen ist. Ihr Berührungspunkt 
projiziert sich dann als R Uckkehr punkt, und man erhält die gemeine 
Zykloide. Sind die Projektionsstrahlen steiler, so projiziert sich die 
Schraube als verkiir/te, sind sie weniger steil, als verlängerte Zykloide. 




12S. Die Krümmiing der Schraubenlinie. Wählt man auf dem 
Schraubenzyhnder ein beliebiges krummflächiges Dreieck ABC, das von 
einer Mantellinie, dem Stück eiues Parallelkreises und einem Stück der 
Schraubenlinie begrenzt wird, so kann man dasselbe mit einem ent- 
sprechenden Stück au einer anderen Stelle des Zylinders zur Deckung 
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bi-ingen (Fig. 419); denn der Grundkreis AB kann mit einem be- 
liebigen Parallelkreis so zur Deckung gebracht werden, daß A nach A' 
nnd S nach B' fällt; dann decken eich auch die senkrechten Mantel- 
linien, und die entsprechenden Ordinaten sind, weil sie proportioniert den 
zugehörigen Kreisbogen sind, gleich lang; das Kurvenstück AC muß also 
auch das Kurvenetück A''C' decken. Hieraus folgt die Eigenschaft der 
Schraubenlinie, die ihre eminente Bedeutung für die Technik bedingt, 
daß sie in sich selbst vefschohen werden hann. Dieselbe Eigenschaft be- 
sitzen sonst nur noch die Gerade und der Kreis; da diese aber als De- 
generation der Schraubenlinie aufgefaßt werden können, so kann man 
sagen, daß der Schraubenlinie allein die genannte Eigenschaft zukommt. 
Denkt man sich die Scbraubenlinie wieder aus einzelnen Elenaenten 
bestehend, so lassen sich drei aufeinander folgende Elemente auf Grund dieser 
Eigenschaft mit irgend drei anderen aufeinander folgenden Elementen zur 
Deckung bringen H eiaus folgt daß alk Kontmgensii inhel and (hnbo 
alle Toibtomu/inhl je oiier si h gleich amd AUe Punkte der Schraube 
sind aUo gleich geartet und besetzen ^le che K ummungs und gleiche 
Torsionsve haltnisse Die Schiaubenbnie kann somit luch iIs R^in 
kurve definiert werden d e überall kmstante Krimmmg und uleiall 
konstante Torsion besitzt sie ist aKo im Baume das Anilogon zum 
Kreise in der Ebene nnd man kann tjjch die Sch> a^benlmie auch so ent 
standen denken daß van lom KteibC ausfcht und du vm den einzelnen 
Konkngen^uinleln yelüd fe» FlachenMreifen «m einen l n ta fei Tot),! h« 
utnkel drelit 

124. Transformation der Schraubenlinie in eine ehene Kurve 
durch Abwicklung ihrer Tangentenfläche. Aus dem Schlußsatze des 
vorigen Paragraphen folgt, daß die Transformation der Schravbeiüime in 
eine ebene Kv/rve durch Ahwiclzel/n der Tangentenftädie ein Kreis ist. Da 
bei der Transformation einer Raumkurve die Kontin genzwinkel nicht 
verloren geheuj so muß der Radius des Kreises derselbe sein, wie der 
konstante Krümmungsradius der Schraubenlinie. Zur Bestimmung des- 
selben eignet sich der Punkt A besonders, weil in ihm die Schmiegungs- 
ebeue senkrecht auf der Vcrtikalebene steht (Fig. 426; vgl. auch Fig. 421). 
Diese Schmiegungsebene schneidet den Sehr auhenzylin der in einer Ellipse, 
deren große Achse gleich dem Stück der Wendetangente ist, das zwischen 
den Um riß m anteilin ien liegt, und deren kleine Achse gleich dem Durch- 
messer des Grundkreises ist. Da die beiden Elemente der Scbrauben- 
linie, die in A aneinander stoßen, in der Schmiegungsebene und gleich- 
zeitig auf dein Zylindermantel liegen, so gehören sie sowohl der Schrau- 
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benlinie als auch der Ellipse an. Der Kontingenzwinkel der Schraube 
und der Ellipse ist somit in diesem Punkte derselbe. Der Krümmmigs- 
halbmesser der Sckraubenlinie ist also gleich dem Krümmungshalbmesser 
der Ellipse im Endpunkte der kleinen Achse, also gleich -r-, wenn «und 
h die Halbachsen der Ellipse bezeichnen. Id unserem Falle ist a gleich 
der halben Wendetangente und l) gleich 
dem Radius des Gruudkreises. Es läßt 
sich somit der gesuchte Krümmungsradius 
aus einem rechtwinkligen Dreieck be- 
stimmen, dessen Höhe gleich der halben 
Wendetangente und dessen einer Hypo- 
tenusenabschnitt gleich dem Radius des 
Grundkreises ist; die gesuchte Strecke ist 
dann gleich dem anderen Hypotenusen- 
abschnitt (Fig. 426). 

Um auf dem mit dem so gefun- 
denen Radius gezeichneten Kreise, der 
die Transformation der Schraubenlinie 
darstellt, dasjenige Stück zu bestimmen, 
das einem Umgang entspricht, ist zu- 
nächst ein Sehrauben um gang zu rektifi- 
zieren; dieses erübrigt sich jedoch da- 
durch, daß man in der Tangente des 
Punktes A vom Berühnings- bis zum 
Spurpunkt bereits den vierten Teil eines 
Schraubenumganges hat. Dieser ist so- 
mit nur noch viermal hintereinander 
auf dem zuletzt gezeichneten Kreise ab- 
zutragen CFig. 426). 

Die Ausführung der Abwicklung der Tangentenfiäche führt bereits 
in die Theorie der krummen Flächen und wird daher erst im nächsten 
Kapitel besprochen werden. 
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y. Teil. 

Entwickelbare Flächen. 

XIV. Kapitel. 

Krumme Flächen im allgemeinen. 

125. Definition und Einteilung der krummen Flächen. Bewegt 
sidt eine Kurve im Baume so, daß ihre Lage und oft auch ihre GestuU 
sich nach bestimmtem Gesetse ändern, so beschreibt die Kurve eine krumme 
Fläche. Das Gesetz muß dabei mathematisch auedrüefebar sein und in 
keinem Moment einen Zweifel oder eine Zweidentigkeit über die nächst- 
folgende Lage der Kurve lassen. Die Kurve heißt die Erzeugende. Je 
nach der Natur der Erzeugung teilt man die Flächen in Familien ein. 
Die wichtigsten Familien sind die folgenden: 

I, Die Eiigelflächen sind Flächen, die durch gesetzmäßige Bewegung 
einer geraden Linie erzeugt werden, und enthalten daher unendlich viele 
geradlinige Mantellinien; sie zerfallen in a) entwickelbare Begelflächen, 
hei denen je zwei aufeinander folgende Li^en der Erzeugenden sich 
schneiden, z. B. die Tangenten fläche einer Kaumkurve, und h) windschiefe 
Megelflächen, bei denen zwei aufeinander folgende Lagen der Erzeugenden 
windschief sind. 

IL Bei den ÜMckungsßächen ist die Erzeugende eine ebene Kurve, 
die sich parallel mit sich selbst und sich kongruent oder ähnlich bleibend 
bewegt. Der Weg und die Dimensionen der Erzeugenden werden dabei 
meist durch Leitlinien bestimmt. Diese Familie, bei der das Erzeugungs- 
gesetz sehr allgemein ist, umfaßt daher auch eine ganze Keihe von 
Flächen; so gehören vor allem hierher: a) die Roiations- oder üm- 
drehungsßäcJien und b) die Flächen zweiter Ordnung. 

m. Die Spiralfiächen werden dadurch erzeugt, daß eine Kurve einer 
schraubenlinigen Bewegung unterworfen wird. Die wichtigsten Spiral- 
flächen sind die ■windschiefen Schraubenfiäehcn, bei denen die Erzeugende 
eine gerade Linie ist. 

Die analytische Geometrie stellt die Flächen durch Gleichungen dar 
und teilt sie nach deren Katar ein. Diese drückt sich in der An- 
zahl von Schnittpunkten aus, die die Fläche mit einer Geraden besitzt. 
Ist die Anzahl der Schnittpunkte eine endliche, so heißt die Fläche 
it sie unendlich, iranssendent. Die algebraischen Flächen 



y Google 



Krumme Flächen 



1 all gern 



213 



teilt matt je nach der Anzahl der Schnittpunkte i 
Fläche heißt von der «""" Ordnung, wenn sie mit einer Geraden n Schnitt- 
punkte gemein hat, von denen einzelne, gerade so wie bei den Kurven, 
imaginä/r sein können. 

Die Fläche erster Ordnung ist die Ebene, die Flächen zweiter Ord- 
nung sind besonders wichtig; da sie von jeder Geraden nur in zwei 
Punkten geschnitten werden, so kann jede durch eiae Ebene aus ihr 
herausgeschnittene Kurve auch nur in zwei Punkten von einer Geraden 
geschnitten werden; eine Fläche zweiter Ordnung wird daher von jeder 
Ebene in einem Kegelschnitt geschnitten. Allgemein gilt, eine Fläche 
m'"" Ordnung wird von jeder Elene in einer Kurve «""■ Ordmmg geschnitten; 
umgekehrt darf man aber von der Ordnung einer beliebig heraus- 
geschnittenen Kurve nicht auf die Ordnung der Füiche achließen, da die 
Kurve häufig in eine Kurve niederer Ordnung degeneriert. Jede Botatione- 
fliiche besitzt z. B. eine Schar paralleler Kreise, ohne deshalb von der 
zweiten Ordnung sein zu miissen. 

Die analytische Einteilung der Flächen steht in keiner Beziehung 
zur Familieneinteilung, auch liann ein wttd dieselbe Fläche mehreren Fa- 
milien zugleich angehören. Für die limstrulctive Behandlung der Flächen 
ist die Einteilung in Familien ßweckmäßiger, da die Darstellung der Flächen 
in engste- Bemehung mt ihrer Erzeugung steht. 

Fallen bei einer Sekante einer Fläche zwei benachbarte Schnitt- 
punkte zusammen, so wird dieselbe zur Tangente. Diese berührt alle 
Scbnittkurven, die von den durch sie hindurchgehenden Ebenen aus der 
Fläche herausgeschnitten werden. In einem Punkte gibt es unendlich 
viele Tangenten, die alle in einer Ebene lie- 
gen; denn würden dieselben einen Kegel bilden, 
so hätten die Schnittkurven Ecken. Diese 
Ebene heißt Tangentialebene des Punktes. Sie 
ist durch die beiden Tangenten zweier belie- 
biger durch den Punkt gehenden Schnittkur- 
ven bestimmt. Die Senkrechte auf der Tan- 
gentialebene im Berührungspunkte heißt 
No}-male. 

Kann man an eine Fläche durch eine 
Gerade n Tangentialebenen legen, so heißt 
die Fläche von der «'"" Klasse. Die Flächen 
zweiter Ordnung sind oMck von der stveiten '^' 

Klasse. Schneidet man nämlich eine Fläche zweiter Ordnung durch eine 
behebige Ebene, so wird die Fläche in einem Kegelschnitt, und jede Tan- 
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gentialebene in eioem Punkte desselben, in einer seiner Tangeuten ge- 
schnitten (Fig. 427). Da von einem Punkte der Selinittebene nur zwei 
Tangenten an die SehnittkurTö gelegt werden können, so können auch 
nur zwei Tangentialebenen an die Sehnittkurve gelegt werden. 

126. Darstellung der krummen Fiächen. Wurde man eine 
krumme Fläche durch ibre Spuren in der Horizontal- und Vertikalebene 
darstellen, so würde das deshalb nicht geniigen, weil die beiden Spuren 
weder ein plastisches noch ein bestimmtes Bild der Fläche geben. Viel- 
mehr ist es notwendig, die Flache dadurch in charakteristischer Weise 
zur Darstellung zu bringen, daß mau ein Skelett derselben zeichnet, das 
durch eine Beihe von auf der Fläche liegenden Kurven gebildet wird. Dabei 
wird man natürlich nicht nur möglichst einfache Kurven zur Bildung 
des Skelettes auswählen, sondern vor allem auch solche Kurven, die in 
einer bestimmten Beziehung zu der Natur der Fläche stehen. Somit 
eignen sich zur Darstellung einer krummen Fläche besonders eine An- 
zähl von Lagen der Ergeugenden. Infolgedessen erfahren alle Flächen, 
die ein gleiches Erzeugungsgesetz besitzen, oMck eine gleiche Darstellimgs- 
weise und honstnikHve Bdiondlimtg. 

Von besonderer Wichtigkeit bei der Darstellung von Flächen ist 
auch die Einzeichnung des Umrisses derselben. Er entsteht dadurch, 
daß man eine Gerade in der Richtung der Projektionsstrahlen an der 
Fläche als Tangente entlang gleiten läßt und diese die Fläche berühren- 
den Projektions strahlen zum Schnitt mit der Projektionsebene bringt; 
bei ParallelprtyeJäionen bilden diese Projektionsstrahlen die Mantellinien 
eines Zylinders, hei ZerdralprojeUionen diejenigen eines Kegels. Der Um- 
riß ist zugleich das Bild der Beii^irungsJcurve, in welcher der Beriihrungs- 
hzw. -hegel die Fläche berührt, und trennt diejenigen Teile der 
Fläche, die — in der Bro^ädions- 
ricktung gesellen — sichtbar sind, 
von denjenigen, die unsichtbar sind. 
Liegt auf einer Fläche eine 
Kurve, von der ein Teil auf der 
sichtbaren, ein anderer auf der un- 
sichtbaren Seite der Fläche liegt, 
so muß die BrojeUion der Kurve 
den Umriß berühren. (Vgl. die richtige Figur 428 mit der falschen 
Figur 429.) Dieselbe kann sich nur in ganz bestimmten Fällen, wie 
sie in § 115 mitgeteilt sind, mit einer Spitze auf den Umriß aufsetzen. 
Im Berührungspunkte findet auch für die Kurve ein Übergang von 
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sichtbar an unsichtbar statt. — Ist eine Fläche als Shlett einer Beilie 
von auf ihr liegenden Ktirven dargestellt, so erscheint somit ihr Umriß 
als IJmhüllungshwrve der letzteren. 

Als Fundamentalaufgaben iei der honstrvMiven Behandlung 'krummer 
Flächen erscheinen stets die Aufgaben: erstens, es soll eine heliebige Lage 
der Erzeugenden konstruiert werden, zweitens, es soll die Prcijektion eines 
Punktes ermittelt, drittens, es soll die TangenHülebene in einem iestimmten 
Funkle oder die Tangente in bestimmter Richtung gefunden und viertens, 
es soll der Umriß ermittelt werden. — Bei allen Konstruktionen tritt 
eine wesentliche Erleichterung dadurch ein, daß die Fläche zur Projek- 
tionsebene eine bestimmte symmetrische Lage besitzt. Ist das nicht der 
Fall, so hilft eine Transfortnaiion fast immer über Schwierigkeiten hinweg. 



XV. Kapitel. 

Entwickelbare Flächen. 

127. Entwiekeltiare Flüclien im allgemeinen. Eine entwickelbare 
ßegelfläche wird durch die gesetzmäßige Bewegung einer Geraden er- 
zeugt, und zwar muß das Beivegwngsgesete derart sein, daß zwei aufein- 
ander folgende Lagen der Fkzengenden sich schneiden, denn nur dann 
können die einzelnen, zwischen zwei aufeinander folgenden Lagen der 
Geraden liegenden, unendlich schmalen Flächenstreifen der Reihe nach 
in eine Ebene umgelegt werden. Von der Betrachtung der Tangenten- 
fläche einer Raumkurve her wissen wir schon, daß die aufeinander fol- 
genden Schnittpunkte der Erzeugenden eine Kurve bilden, welche für 
die entwickelbare Fläche eine Bücklcehrhurve ist, deren Tangenten von den 
einzelnen Lagen der Erseugendeit gebildet werden. 

Jede Tangentialebene berührt eine solche Fläche längs einer Mantel- 
linie es degeneriert also der den Umriß der Flache bestimmende Be 
ruhruugszjlindei bzw kegel zu einer Ebeie rfo ümtiß de) Flacht ist 
som t geradbm I uul wird von Maitdlnien gpbddet Selb^>tveistindl ch 
handelt es si h tlahei um die Flache n unbegrenzter Ausdehnung «oll 
nur ein hegren7tes Stuck Icr Fi iche dlrgestellt werden so treten außer 
d esen Umrißn anteUm en noch andere Umrißkurven hinzu deien Gfe^tilt 
von der dia Flachenstuck begienzei den Kirve al hangig ist mit der 
tlaohe selbst aber nichts zu tun hat 

Ene enhiidrlhikc Reqelfl i } lann auch di th geset'maßige T uegunq 
e nti Ele c i<it i etde^i Dabe i t Us einfichste Peweg n^s^eset/ 
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dureli die Bedingung ausgedrückt, daß die Ebene beständig zwei gegebene 
Kurven berühi-t. Die Verbindungslinie der beiden Berührungspunkte, 
die durcb eine bestimmte Lage der Ebene erzeugt werden, ist dann eine 
Mantellinie der Fläche. 

Derartig erzeugte Fläcben finden in der Technik häufig Verwendung; 
sie mögen Wannmflächen heißen. Meist sind die beiden Leitkurven ebene 
Kurven. Es ist dann nicht schwer für jeden Punkt einer der beiden 
Leitkurven die durch ihn gehende ManielUnie su Jconstruiefen (Fig. 430). 
Man hat zu diesem Zvrecke nur die Tangente in dem gegebenen Punkte 
an die Kurve, auf der er liegt, und ihren Schnittpunkt mit der Ebene 
der anderen Kurve zu bestimmen. Legt man dann Ton diesem Punkte 




eine Tangente an die andere Leitkurve, so bestimmt ihr Berührungs- 
punkt durch seine Verbindungslinie mit dem gegebenen Punkte die ge- 
suchte Mantellinie. 

Auch dadurch wird eine entwickelbare Eegelfläehe sehr einfach be- 
stimmt, daß das Bewegungsgesetz der Erzeugenden einer Geradea vor- 
schreibt, an einer gegebenen Kurve entlang zu gleiten und in jeder Lage 
mit der Horizontalebeue einen konstanten Winkel a zu bilden. Derart 
erzeugte Flächen werden als Bösdiwngs flächen häufig benutzt. Zur Kon- 
struMion der durch einen gegebenen Punkt gehenden Mantellinie ziehe 
man durch diesen Punkt die Tangente an die Leitkurve und bestimme 
ihre Spur (Fig. 431). Alsdann stelle man einen geraden Kreiskegel, 
dessen Basiswinkel gleich a ist, so auf der Horizontalebene auf, dali 
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seine Spitze in dem gegebenen Punkte liegt, und ziehe von der zuerst 
bestimmten Spur aus eine Tangente an seinen Grundkreis. Der Berüh- 
rungspunkt derselben bestimmt dann durch seine VerbindungsKnie mit 
dem gegebenen Punkte die geeiiehte Mantellinie, 

Die wichtigsten entwickelbaren Regelflä«hen sind die entwickelbaren 
Schraubenfläclien und vor allem die Zylinder- und Kegelflächen. 

128. Die entwickelbare Schraubenfläclie. Zu der entwickelbaren 
Schraubenfläche waren wir bereits in § 120 gelangt und hatten dieselbe 
erkannt als diejenige Fläche, die von der Gesamtheit aller Tangenten 
der Schraubenlinie gebildet wird. Demgemäß wird diese iläche auch 
darffeslelU durch eine Meihe von ManteUimen, von denen die Umriß- 
mantelUnien besonders wichtig sind (Fig. 432). Die Spur der Fläche in 
der Horisonialebene ist die Kreisevolvente, so daß die Fläche auch da- 
durch entstanden gedacht werden kann, daß sich eine Ebene so bewegt, 
daß sie gleichzeitig die Schranbenlinie und diese Kreisevolvente berührt. 

Am Schlüsse des § 124 wurde die Aiwicklung der entwickdbaren 
Schraubenfläche bereits so weit vorbereitet, daß die Schraubenlinie selbst 
durch TJmlegung aller Seh miegungs ebenen zu einer ebenen Kurve und 
zwar zu einem Kreise transformiert wurde. Auch die Länge desjenigen 
Kreisbogens, der einem Umgajige der Schraubenlinie entspricht, war be- 
reits ermittelt. Da die Mantellinien der Fläche Taugenten der Raum- 
kurve sind, so müssen dieselben bei der Abwicklung wiederum Kreis- 
tangenten an die abgewickelte Schraubenlinie sein. Trägt man auf diesen 
vom Berührungspunkte aus die wahren Längen der Mantellinien ab, so 
erhält man diejenige Kurve, in die die Horizontalspur der Fläche bei 
der Abwicklung übergeht. 

Nun sind aber diese Mantellinienstücke gleich den rektifizierten 
Schraubenlini anbogen und diese wiederum gleich den entsprechenden 
Kreisbogenlängen der abgewickelten Schraubenlinie. Daher ist die Ab- 
wicMung der Sorizontalspur der Fläche wiederum eine Kreisevolvmte und 
zwar diejenige des Kreisbogen stücke s, in das sich ein Umgang der 
Schraubenlinie transformiert hat (Fig. 432). 

Bisher wurde nur von dem nach imten gestülpten Mantel der Fläche 
gesprochen. Der andere Mantel, der in der Schraubenlinie mit dem 
ersten, diesen berührend, zusammenhängt, ist demselben kongruent, 
nur aufwärts gestülpt. Seine Entwicklungsflgiir ist daher der aus 
dem ersten Mantel erhaltenen kongruent. Es läßt sich also leicht 
ein Modell eines doppdmanfeliffen Sdkkes der entwicJcelbaren Schrauben- 
flache, das einem Umgange der Sehraube entspricht, dadurch herstellen, 
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daß man die zuerst erhaltene Äbwicliliingsfigur zweimal aus biegsamem 
Karton aussehneidet, beide Stücke in symmetrischer Stellung, Kreisbogen 
auf Kreisbogen, aufeinander legt und längs des letzteren durch einen 
schmalen Leinwandstroifen zusammenklebt. 

Die Eigenschaften der Taugentenfläehe der Schraubenlinie sind be- 
reits besprochen. Alle Tangentialebenen haben gleiche Horizontalneigung, 
die Fläche kann daher auch durch eine Ebene erzeugt werden, die die 
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SchranbeiiliDie beBfeiiidig berührt und konstanten Horizoiitalneigungs- 
winkel besitzt, sie erscheint dann als Böscknngsfläche. 

Schneidet man anf allen Tangenten vom Berührungspunkte aus 
gleiche Strecken ab, so projizieren sich dieselben in die Horizoiital ebene 
gleich groß. Da das windschiefe Viereck XxTt sich 
stets kongruent bleibt (Fig. 433), so bilden die End- 
punkte der Tangenten wieder eine Schraubenlinie, die 
sich als konzentrischer Kreis zum Kreise der ur- 
sprünglichen Schraubenlinie projiziert. Die zweite Schrau- 
benlinie kann daher auch als Schnittkurve des sie pro- 
jizierenden Zylinders und der Schraubenfläehe aufge- Y\g_ 43s. 
faßt werden. Daher existieren auf einer entwickelr 
haren Schraubenfläehe unendlich viele konaxiale Schraubenlinien mit gemein- 
schaftlicher Ganghöhe, die von konaxialen Zylindern aus der Fläche Iier- 
ausgescknitten werden. 

Denkt man sich nun V7ieder die Fläche in unendlicher Ausdehnung, 
80 hat jeder Mantel unendlich viele Windungen. Der nach abwärts ge- 
stülpte Mantel ist dabei zu vergleichen mit einem spiralförmigen Zelte, 
das unendlich viele Windungen besitzt. Beide Mäntel kommen dann 
miteinander in Kollision , so daß SelbstdurchschniUe der Fläche ent- 
stehen. 

Trägt man auf allen Tangenten nach beiden Richtungen gleiche 
Strecken ab, die nicht ganz bis an den ersten Seibstdurchsclmitt der Fläche 
heranreichen, so entsteht eine Fläche, die doj>pelte Kragenfläche genannt 
werden möge. Um eine solche zu zeichnen, geht man besser anstatt von 
der inneren Schraubenlinie von den beiden Endschraubenlinien aus 
(Fig. 434). 

Der Umriß der Fläche ist wie bei aUen entwickelbaren Flächen 
geradlinig und wird von den gemeinschafthchen Tangenten an die End- 
schraubenlinie gebildet. Der Halbmesser r der inneren Schraubenlinie 
wird aus der Ganghöhe h und dem Steigungswinkel a dadurch ermittelt, 
daß man ein rechtwinkliges Dreieck konstruiert, in dem ein Winkel 
gleich K und eine Kathete gleich -^ ist; die andere Kathete ist dann 
gleich dem halben Kreisumfange, in den sich die innere Schraubenlinie pro- 
jiziert, also gleich r ■ jt. Der Radius r selbst ist also gleich ^^ dieser hori- 
zontalen Kathete. Die Äbschlußmantellinie wird als Tangente an die 
innere Schraubenlinie bestimmt. 

Soll die Fläche gerade his sum ersten Selhstd/u/rchschniU dargestellt 
werden, so zeichnet man wiederum diesen zweckmäßig zuerst. Derselbe 
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ist gleichfalls eine kon axiale Schraubenlinie, derea gemeinsuhaftliche 
Tangeaten den Umriß der Fläche bilden. Der Radius der inneren Schrau- 
benlinie und die Äbscblußmantellinie werden wie bei der doppelten Kragen- 
flä«he bestimmt (Fig. 435). 

Daß d&r erste Selbstdurchschnitt der Fläche und ebenso alle übrigen 
Selbstdm-chschnitle Tionaxiale Schraubenlinien sind, geht atts folgendem her- 




vor. Die Greaamtspur der Fläche ist eine roUständige Evolvente mit 
einem Bückkehr punkte in ihrem Ursprung; diese hat verschiedene Selbst- 
durchschnitte, die den zu untersuchend en Sehn ittknrven angehören. Jede 
horizontale Ebene schneidet die Fläche in einer kongruenten Evolvente, 
deren Eückkehrpunkt immer auf der Schraubenlinie liegt. Die jeweilige 
Lage der Evolvente kann also dadurch erreicht werden, daß die Evol- 
vente der Horizontalebene parallel mit sich selbst verschoben wird und 
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sich gleichzeitig dabei so dreht, daß der Eückkehrpunkt auf der Schrau- 
benlinie entlang gleitet. Jeder andere Punkt der Evolvente, also auch 
ihre Selhstdurchsehnitte, Ton denen dabei die Selhstdurchschnitte der 
Fläche erzeugt werden, beschreiben dabei eine konaxiale Schraubenliuie. 





129. Kegel- und Zylinderflächen im allgemeiuen. Bewegt sich 
eine gerade Linie so, daß sie durch einen festen FunM geht, und an einer 
Leitkurve ständig entlang gleitet, so heschreibt sie eine Kegelftäche; bei 
dieser schneiden sich demnach alle Erzeugenden in einem Punkte, der 
„SpUse" heißt und der ala Begmeratimt der MückkehrJmrve für die Kegel- 
fläche aufzufassen ist. In ihm hängen 
die leiden Mäntel der Flädie eusam- 
men, die symmetrische Gestalt besitzen 
und gemeinsam die voUsiändige Fläche 
ausmachen (Fig. 436). 

Fällt die Spitze des Kegels ins 
Unendliche, so heschreibt die lErzeu- 
gende eine Zylinderfläche, sie gleitet 
dabei, sich selbst parallel bleibend, an 
einer Leithirve entlang (Fig. 437). 

Die Worte „Zylinder" und „Ke- 
gel" bezeichnen sowohl eine Fläche 

als auch einen Körper; soU besonders hervorgehoben werden, daß die 
Fläche gemeint ist, so bezeichnet man dieselbe zweckmäßig als Zylinder-, 
bzw. Kegelmantel. Im folgenden ist, wenn nichts besonderes gesagt 
wird, mit den Worten Zylinder und Kegel stets die Fläche gemeint. 

Für die Eigenschaften eines Zylinders oder Kegels ist die Gestalt 
der Leitkurve von keiner hervorragenden Bedeutung, liegt die Fläche 
fertig vor, so kann maji naehträghch jede beliebige auf ihr liegende 
Kurve als Leitkurve ansehen. 

Im allgemeinen sind die Eigenschaften des Zylinders und Kegels 
dieselben, wie diejenigen eines Pyramiden-, bzw. Prismenmantels. Ein 
Kegd, hzw. ein Zglinder hann aufgefaßt werden als eine Pyramide, bsw. 
ein Prisma, deren Gnmdpolggon unendlich viele, dafür aber unendlich 
Meine Seilen hat, also sii einer Kurve degmeriM ist. Die Kanten ent- 
spredmt dabei den Manidlinien, d. h. den einzelnen Lagen der Er- 
zeugenden. 

Ein Kegel kann auch durch ümhüll/ung einer Ebene erzeugt werden, 
die sich so bewegt, daß sie stets durch einen festen Punkt — die 
Spitze — hindurchgeht und dabei an einer Leitkurve entlang gleitet 
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(Fig. 438). Eine Zylinderfläche kann durch Umhüllung einer Ebene 
erzeugt werden, die gleichzeitig an zwei ebenen Kurven entlang gleitet, 
von denen aber die eine eine Parallelprojektion der andern sein muß; 





am einfachsten sind dieselben dabei zwei ebene, parallele und kongruente 
Kurven (Fig. 439). 

Auch als Rüchmgsßäehen Mnnm Zylinde?- und Kegel aufgefaßt 
werden, derart, daß ein Zylinder von einer ebenen Kurve erzeugt wird, 
wenn dieselbe sich parallel und kongruent mit sich selbst so bewegt, 
daß ein Punkt der Erzeugenden eine gerade Linie beschreibt (Fig. 440). 





Verändert die erzeugende Kurve sich bei dieser Bewegung so, daß sie 
sich selbst ähnlich bleibt, und ein zweiter Punkt der Kurve gleichzeitig 
auf einer zweiten Geraden wandert, die die erste schneidet, bo entsteht 
ein Kegel (Fig. 441). 

Bei einem Kegel kann jede beliebige Sehnittkurve als die Zentral- 
Projektion einer anderen betrachtet werden; allen diesen Kurven sind 
daher die projekti vi sehen Eigenschaften gemein; diese übertragen sich 
auch auf den Kegel selbst. Jede Singidarität der Leifkime, als: Doppel- 
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punU, BücMekrpunkt, Wendepunkt usw. veranlaßt eine singulare Manid- 
Unie. Die Ordnung der Iidtkume, falls dieselbe eine ebene Kurve ist, be- 
stimmt audi die Ordnung des Kegels; ist also die Leitkurve von der 
sweiien Ordnung, so ist auch der Kegel eine Fläche äweUer Ordnung; 
zerfällt dabei die Leitkurve in zwei gerade Linien, also zwei Kurven 
der ersten Ordnung, so zerfällt auch der Kegel in zwei Ebenen, d. b. in 
zv?ei Flächen der ersten Ordnung. Dagegen hat der T'jpus der Leit- 
kurve keinen Einfluß auf den Typus des Kegels. Jeder Kegel zweiter 
Ordnung ist gleichzeitig ein elliptischer, paratiolisdter und hyperbolischer 
Kegd, weil jeder Typus eines Kegelschnittes als Zentralprojektion einer 
der beideH anderen Typen aufgefaßt werden kann (Fig. 302). 

Andere dagegen Ist ea heim Zylinder; bei diesem sind alle Schnitte 
vom seihen Typus, weil durch Parallelprojektion eines Kegelschnittes der 
Typus desselben nicbt verloren geht. Es gibt also d/rei verschiedene 
Typen des Zylinders zweiter Ordnung: den elliptischen, den parabolischen 
und den hyperbolischen Zylinder (Fig. 440, 442 und 443). 



130. Darstellung des Kegels und des Zylinders. Ein Zylinder 
ist gewöhnlich durch eine Leiilcurve, die fast immer eine ebene Kurve ist, und 
eme Eicktungsgerade gegeben. Die Mautellinie, 
die durch einen bestimmten Punkt der Leitkurve 
hindurchgeht, ist dann ohne weiteres als Par- 
allele zu der Richtungsgeraden bestimmt, Ist 
die Morizontalpriyelttion eines beliebigen Flächen- 
punktes gegeben und soll seine Vertikalprojektion 
bestimmt werden, so zieht man durch den ge- 
gebenen Punkt die Horizontalprojektion der 
durch ihn gehenden Manteilinie, lotet den 
Schnitt derselben mit der llorizontalprojektion 
der Leitkurve auf deren Vertikalprojektion 
hinauf, bestimmt dadurch die Vertikalprojek- 
tion der Mantellinie parallel der Richtungs- 
geraden, und lotet auf diese die gegebene Ho- 
rizontalprojektion des Punktes hinauf (Fig. 
444). 

Zur plastischen Darstellung eines Zylinders sind vor allem die beiden 
ümrißmantdlinien erforderlich, die, die Leitkurve tangierend, parallel der 
Richtungsgeraden so gezogen werden können, daß die Kurve ganz zwischen 
ihnen liegt. Es sei besonders darauf aufmerksam gemacht, daß die Um- 
rißmantellinieu in der Horizontalprojektion nicht dieselben sind wie die 
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ümrißmantellinieji der "Vertikalprojektion (Fig. 445). Wichtig sind auch 
die Vertikal- und besonders die Uorigontalspur des Zylinders, die von 
der Gesamtheit der Spuren der Mantellinien gebildet werden. Meiatena 
ist die Horizontal spur bereits gegeben, weil die Leitkurve, wenn irgend 
möglich in die Horizontalebene verlegt wird. 

Mn Kegd ist gewohnlich dwrch seine Spitze und eine Leitlairve ge- 
geben. Für ihn haben die für dea Zylinder besprochenen Aufgaben dieses 
Paragraphen eine analoge Lösnng unter Berücksichtigung, daß die Kegel- 
m anteilin ien nicht unter sich parallel sind, sondern alle durch die Spitze 
des Kegels gehen. 





131. TangentialaufgalieE fUr Kegel nnd Zylinder. Um eine 
m einen Kegel, isw. Zylinder zu legen, die die Fläche in 

• bestimmten Mantellinie berührt, lege man im Schnitte der Mantel- 
linie mit der Leitkurve an diese die Taugente und lege durch diese und 
die Mantellinie eine Ebene, deren Spuren also durch die gleichnamigen 
Spuren dieser beiden Geraden gehen (Fig. 446). — Statt der Leitkurye 
kann auch eine beliebige andere Schnittknrv© der Fläche, z. B, ihre Hori- 
zontal spur, benutzt werden. 

Um durch einen gegebenen Funkt eine Tangentialebene an einen Kegel, 
bsw. Zylinder zu legen, verbindet man diesen Punkt mit der Spitze des 
Kegels, bzw. zieht durch ihn eine Parallele zurBichtungsgeraden des Zylinders 
und schneidet diese Gerade und die Fläche durch eine beliebige Ebene. 
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Ziebt man dann durch den Schnittpunkt der Hilfsgeraden eine Tangente 
an die SchnittkurTe, so bestimmt der Berührungspunkt diejenige Mantel- 
linie, längs derer die gesuchte Tangentialebene die Fläche berührt 
(Fig. 447 und 448). Am besten verwendet man bei dieser Konstruktion 
die Horizontalspur (Fig. 449) oder 
die Leitkurve der Fläche, was im 
einzelnen Falle am bequemsten ist. 




Um endlich eine Tangenticdeiene pfM-aUel einer gegebenen Geraden su 
legen, zieht man beim Kegel eine Parallele zu dieser durch seine 
Spitze und verfährt im übrigen ebenso wie bei der vorigen Aufgabe 
Beim Zylinder legt man durch einen be- 
liebigen Punkt der gegebenen Geraden eine 
Parallele zur Richtungsgeraden des /yliii- 
ders, legt durch diese Hilfsgerade und die ^ 
gegebene Gerade eine Ebene, schneidet 
diese und die Fläche durch eine beliebige 
Hilfsebene und bestimmt die Spur der ersten 
Ebene mit der Hilfsebene (Fig. 450). Zieht 
man endlich parallel zu dieser eine Tangente 
an die durch die Hilfsebene aus dem Zylinder herausgeschnittene Kurve, 
so bestimmt deren Berührungspunkt die ManteUinie, längs welcher die 
gesuchte Tangentialebene den Zylinder berührt. — Auch hier wird häufig 
zweckmäßig d.i& Horizontalspur oder die Leitkurve des Zylinders benutzt 
werden können. 




132. Abwicklnng des Zylindermantels. Bei der Abwicklung 
einer entwi ekel baren Sehraub enfläche gingen wir von der Abwicklung 
der Schraubenlinie aus,, die als Kreis bekannt war. Ein ähnliches 
Verfahren wird stets bei der Abwicklung einer Fläche angewendet; 
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iinioer hestimmt man simacfnii auf der ahsuu ickelnden Flarhp eine Kv/rve, 
deren Abwicklung bekannt ist Beim Zylinder ist das bei einer Kurve 
der Fall, die man erhält, wenn man die Fkche durch eine Hbene senk- 
recht zu ihren Mantellinien schneidet Die ^.bvuLklung dieser Kurve ist 
nämlich eine gerade Linie 

Daher ist die Ahwlcklung eines auf der Vertilcalebene senkrecht stellenden 
Zylinders besonders einfach, weil die Horizontalspur desselben bei der 
Abwicklung zur Geraden wird. Man hat nur die Grundkurve des Zylinders 
mittels zweckmäßig klein gewählter Zirkelöffnung zu rektifizieren und 




in den einzelnen FuBpunkten der Mantellmien deren Linge senk- 
recht aufzutragen {Fig. 451). Ist der Kieiszvlinder dunh einen ellip- 
tischen Schnitt begrenzt, so wird die Abwicklung desselben zu einer 
Situishnte Hierfür bietet 
die abgetrennte Haut einer 
schief duichschmttenen zylin- 
dtigen A\ urst em hübsches 



R 



clIt'itLrQlT^ 




Sdl auf der Projektion 
einen Zylindii-^ ein Ornament 
aufaetragen werden, so geht 
man von der Abwicklung des 
Zylindermantels aus und über- 
tiagt die einzelnen Punkte 
des Flächenmusters mittels ihrer Koordinaten % und ?/ In Fig 452 ist 
z. ß. ein Mäanderstab auf einen Kreiszyhnder übertragen 

Handelt es sich um einen schiefen Zylmdet, so muß ein Querschnitt 
senlirecht zu seinen Mantellinien erst hetge'itelU netden Wii wollen uns 
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dabei auf einen schiefen Kreiszylinder, dessen Leitkreis in der Horizon- 
talebene liegt, beschränken, diesen durch eine Ebene senkrecht zu seinen 
Mantellinien schneiden nnd das Stück seines Mantels, das zwischen der 
so erhaltenen Schnittkurve und dem Grundtreise liegt, abwickeln (Fig. 453). 
Es geschieht das am einfachsten, wenn die Mantellinien parallel der Ver- 
tikalebene sind, so daß die Schnittebene senkrecht auf dieser steht. Ist 
das nicht der Fall, so muß zunächst eine neue Vertikalebene parallel 
den Mantellinien eingeführt und der Zylinder auf diese transformiert 
werden. Das Verfahren 



dabei ist genau das- 
selbe wie das in § 51 
angegebene Verfahren 
für das schiefe Prisma 
Der Zylinder ist dabei 
als Skelett der Mantel 
bnien anzusehen, i on 
denen einige diruntei 
die Umrißm mteUimen, 
heriusgegnüen und wie 
die Kanten eines Pns 
maö behindelt werden 
Auch die wahie Westalt 
der Schnitt kurve wird 
durch Umklappen der- 
selben in ähnlicher 
Weise wie beim Prisma 
bestimmt. Es genügt, 
die Ellipse aus ihren 
beiden Achsen zu kon- 
struieren. Die Rekti- 

fizierung derselben geschieht wieder mittels kleiner Zirkelöfthung. Auf 
der so entstandenen geraden Linie werden die Entfernungen der ein- 
zelnen Mantellinien aufgetragen, indem man etwa mit der obersten 
beginnt; in den einzelnen Punkten werden die zugehörigen wahren Mantel- 
linienstücke, die in der Transformationsebene enthalten sind, senkrecht 
aufgetragen. 




133. Abwicklung des Kegelmantels. Auch beim Kegel muß, wie 
bei jeder Fläche, zunächst eine Kurve bestimmt werden, deren Abwick- 
lung bekannt ist; als solche bietet sich beim Botationskegel von selbst 
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der Örundkreis dar, der abgewickelt wieder das Stück eines Kreises 

wird, dessen Halbmesser gleicli der erzeugenden Mantellinie des ßotations- 

kegels und dessen wahre Länge gleich dem Umfang des Grundkreises ist. 

Soll 1. B. auf dem abgewickelten Maiitel eines vertikal stehenden 




Rotationskegels die Schnittkurve eingetragen werden, die von einer auf 
der Vertikaiebene senkrecht stehenden Ebene aus demselben heraus- 
geschnitten wird, so teilt man den Grundkreia in etwa zwölf gleiche 
Teile, überträgt diese auf die Abwicklungs kurve des Kreises und 
schneidet auf den zugehörigen Mantellinien der Abwicklungsfigur die von 
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der Ebene abgeschnittenen Stücke ab, deren walire Längen durch Parallelen 
zur Projektionsaehae auf der Umrißmantellinie bestimmt werden (Fig. 454). 

Handelt es eich um die AbivicMimg eines schiefen Kegels, so kann 
diese nähemngaweise dadurch ausgeführt werden, daß derselbe in eine 
Anzahl schmale durch zwei Mantellinien begrenzte Dreiecke zerlegt wird 
die dann als eben angesehen werden können. 

Genauer, wenn auch umständlicher, kann die Abwicklung eines be- 
liebigen Kegelmantels, etwa eines Kegels zweiter Ordnung, dessen Hori- 
zontalspur eine Ellipse ist (Pig- 455), wiederum dadurch geschehen, daß 
auf ihm zunächst eine Kurve beigestellt wird, deren Entwicklung bekannt 
ist; es geschieht das dadurch, daß auf den einzelnen Mantellinien von 
der Spitze aus gleiche Strecken abgeschnitten werden, deren Endpunkte 
eine Raumkurve bilden, die bei der Abwicklung des Mantels ein Kreis wird. 
Die Kurve kann auch aufgefaßt werden als Schnitt des Kegels mit einer 
Kugel, deren Mittelpunkt in der Spitze des Kegels liegt. Um zunächst die 
Projektion der RaumJcttree m hestimmeny dreht man die einzelnen Mantel- 
linien um ihre Höhen, bis sie parallel zur Vertikalebene liegen, wobei 
ihre Pußpunkte in der Horizontalebene Kreise um die Projektion der 
Spitze des Kegels beschreiben. Da sich die Mantellinien in dieser Stellung in 
wahrer Gestalt projizieren, können auf ihnen in der Vertikalprojektion 
die konstanten Stücke durch einen Kreis um die Kegelspitze abgeschnitten 
werden. Durch Zurückdrehen der Mantellinien in ihre ursprüngliche 
Lage erhält man auf ihnen Punkte der gesuchten Kurre; je zwei Mantel- 
linien von gleicher Länge geben dabei Punkte in gleicher Höhe. 

Dieses Verfahren wird zunächst mit nur wenigen Mantellinien aus- 
geführt; erst später werden an Stellen, wo man über den Verlauf der 
Kurve genauere Auskunft haben mochte, weitere Mantellinien eingefügt. 
Natürlich werden von vornherein alle Mantellinien, die sich von selbst 
darbieten, und die charakteristisch für den Verlauf der Kurve sind, in 
Behandlung genommen. Zu diesen gehören die beiden Mantellinien par- 
allel der Vertikalebene; diese gehen durch den zum Abschneiden der 
konstanten Mantellinienstüeke benutzten Umriß der Kugel; auf ihnen 
muß daher die Schnittkurve den Kugelumriß berühren. Als besonders 
einfach bieten sich die beiden UmrißmanteUinien dar, und endlich sind 
die beiden Mantellinien in der Ebene senkrecht zur Projektionsachse 
von Wichtigkeit. 

Schon durch diese sechs Punkte läßt sich erkennen, daß die Kurve 
in ihrem Verlaufe einen Doppelpunkt besitzt. Zu seiner Konstruktion 
gelangt man durch folgende Überlegung: Die durch ihn gehenden beiden 
ManteUinien müssen sich in der Vertikalprojektion decken, die Verbin- 
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duDgslinie ihrer Fußpunkte steht daher in der Horizontalprojektion senk- 
recht auf der Projektionsachse; daher ist das von den durch den Doppel- 
punkt gehenden, beiden Mantellinien begrenzte Dreiek in der Horizontal- 
projektion gleiehachenkÜg und wird von der Horizootalprojektion derjenigen 
Mantellinie halbiert, die parallel der Vertikalebene ist; auf dieser kann 
daher der Mittelpunkt der Verbindungslinie der beiden Mantellinien fuß- 
punkte dadurch hestimmt werden, daß man aur Richtung der Verbindungs- 
linie den konjugierten Durchmesser bestimmt; dieser ergibt sieh aber 
ohne weiteres als Verbindungslinie der Fußpunkte der beiden ümriß- 
mantellinien. 

Hat man so die Projektionen der Saumkurve bestimmt, so muß 
diese zunächst rektifisiei-i weiden; es geschieht das, wie bei Kaumkurven 
im allgemeinen, dadurch, daß man den sie projizierenden vertikalen 
Zylinder abwickelt. Zu diesem Zwecke ist die Horizontalprojektion der 
Raumkurve mittels kleiner Zirkelöffnung auf einer geraden Linie zu 
rektifizieren und in den Fußpunkten der einzelnen Mantellinien deren 
Länge senkrecht aufzutragen. Die Verbindungslinie der Endpunkte der 
einzelnen Mantellinien bestimmen die rektifizierte Raumkurve (Fig. 455). 

Endlich kann zur eigentlichen Abwicklung des Kegelmantels — speziell 
des Stückes zwischen Spur und Spitze — geschritten werden. Die Ab- 
wicklung der Raumkurve wird ein Kreis bogenst (ick mit dem Kugelradius 
als Halbmesser. Auf diesem Kreisbogen werden die einzelnen Bogen- 
längen, die zwischen zwei behandelten Mantellinien liegen, von dem ab- 
gewickelten Zylinder übertragen, indem man etwa mit einer der beiden 
Umrißmantellinien beginnt und so die Lage der einzelnen Mantellinien 
in der Abwicklung ermittelt. Auf jeder wird endlich ihre Länge abge- 
tragen, die bereits bei der Herstellung der Projektion der Raumkurve 
erhalten wurde. Durch Verbindung der Endpunkte erhält man schließ- 
lich die Abwicklung des von der Horizontalspuv des Kegels begrenzten 
Mantels (Fig. 455). 

134. Ebene Schnitte von Kegel- und Zyiinderflächen. Die Be- 
stimmung der Schnittkurve einer Ebene mit einer Kegel- oder Zylinder- 
fläche bietet keine- Schwierigkeit. Sie gestaltet sich besonders einfach, 
wenn die Ebene senh-eckt auf einer der Projektionsebenen steht (Fig. 453 
und 454). Ist das nickt der Fall, so kann diese Lage dwch eine Trans- 
formation stets erreicht werden. Im übrigen sei noch einmal darauf hin- 
gewiesen, daß die Konstruktion in allen Fällen identisch ist mit der 
für die ebenen Schnitte eines Prismas und einer Pyramide mitgeteilten 

Sollen die SchnittpunJde einer Geraden mit einem Zylinder oder Kegel 
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bestimmt vperden, so geschieht das dadurch, daß man durch die Gerade 
eine Hilfsebene legt, die die Fläche in zwei Mantellinien schneidet, deren 
Schnitt mit der gegebenen Geraden wiederum die gesuchten Schnitt- 
punkte bestimmt (Fig. 456 und 457). Die Hilfsebene wird dadurch 
ermittelt, daß man durch einen beliebigen Punkt der Geraden, beim 




Zylinder parallel zu den Mantellinien, beim Kegel durch dessen Spitze, 
eine Hilfsgerade legt. Dnrch die Sparen dieser Hilfsgeraden und der 
gegebenen Geraden muß die Spur der Hilfsebene gehen; ihr Schnitt- 
punkt mit der Spnr des Zylinders oder Kegels bestimmt die von der 
HiLfs ebene herausgeschnittenen Manteilinion, auf denen die gesuchten 
Schnittpunkte der gegebenen Geraden mit der Fläche liegen. 

136. Durchdringungen krummer Flächen im aligemeinen. 

Zwei hrumme Flädien schneiden sieh in einer Kurve; dnsdne Ttmkte 
derselben werden durch eine Schar von Müfsflächen äerart iestimmt, daß 
man zunächst die Scknittkurve einer Hilfsfläche mit jeder der heiden ge- 
gebenen Flächen benimmt (Fig. 458). Ein Schnittpunkt dieser heiden 
ScJmiähwrven muß dann gleichseitig ein PunM der 
' gesuchten SchnittMrve sein, weil die drei Schnittlinien 
dreier Flächen durch einen Punkt gehen. Dabei 
richtet sich die Wahl der Hilfsfläche jeweilig nach 
den beiden gegebenen Flächen; man sucht solche 
Hitfsflächen auf, die mit beiden gegebenen Flächen 
möglichst einfache Schnitte ergeben, d. h. also, wenn 
ide Linien oder Kreise. Daher sind die Hilfsflächen 
stets einfacher Natur, meist Ebenen oder doch Zylinder, Kegel oder 
Kugeln. Als letztes Mittel, wenn je eine Schar toq Hilfsflächen sich 
nicht sofort ergeben sollte, die mit jeder der beiden gegebenen Flächen 
eine einfache Scbnittkurve bilden, bleibt stets ein System von parallelen 
Hilfseboneji senkrecht einer Grundebene; die Schnitte dieser Hilfsebenen 
mit allen krumtnen Flächen bieten in der Theorie keine Schwierigkeit. 




irgendmöglicb, 
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Ist eine der beiden sich schneidenden Flächen von der j»"" Ordnung, 
die andere von der n"", so ist die Sdmittkurve von der mn'™ Ordnung. 
Dieselbe Jcann verfallen in mehrte Kurven niederer Ordming, eine Kurve 
vierter Ordnung, s. B. in swei KegdschniUe oder in eme gerade Linie und 
eine Kurve dritter Ordnung. Ähnlieh wie bei der Durclidringang zweier 
Polygone findet awch bei der Durcbd ringung zweier krummer Flächen 
entweder ein vollständiges Durchstoßen der einen Fläche durch die 
andere oder ein gegenseitiges Ausschneiden statt, wobei sieh die Flächen 
gabelförmig umfassen. Im letzteren Falle ist die Durchdringungshurve 
eine einzige zusammMhängende Urne, im ersteren serfäUt sie in einzel/ne 
Teile. 

136. Dtirfhdriugnng zweier Zylinder. Die einfachste Schnitt- 
knrve, in der ein Zylinder geschnitten werden kann, ist eine Mantellinie 
desselben. Mau wird daher zur Bestimmung der Schnittkurve zweier 
Zylinder eine Schar von Silfsebenen benutzen, die beide Zylinder in Mantel- 
linien schneiden, d. h. parallel den Mantellinien beider FläcJien sind. Liegen 
die beiden Grundflächen in der Hör izon talebene, so ist das Verfahren ge- 
nau dasselbe wie bei zwei Prismen, deren Grundflächen in der Horizon- 
talebene liegen. In einer Nebenfigur bestimmt man zunächst die Rich- 
tung der Horizontal spuren aUer Hilfsebenen und schneidet die beiden 
Grundflächen, die beide Kreise 'sein mögen, durch eine Anzahl par- 
alleler Linien, von denen jede für jeden Zylinder diejenigen beiden Man- 
tellinien bestimmt, die von der betreffenden Hilfsebene aus den Flächen 
herausgeschnitten werden (Fig. 459). Die vier Schnittpunkte von je vier 
auf diese Weise bestimmten Mantellinien, sind Punkte der gesuchten 
Schnittkurve. 

Zunächst werden nur wenige Hilfsebenea willkürlich herausgewählt 
und erst nachträglich an geeigneten Stellen weitere eingefügt. Als atts- 
geseichnete Funkte ergeben sich diejenigen Punkte, die auf den vier Um- 
riß mant ellin ien in der Horizontal projektion und ebenso auf den vier TJm- 
rißmanteUinien der Vertikalprojektion liegen; in diesen Funkten muß die 
Schnittkuiwe die betreffenden Mantellinien berühren. Als weitere unent- 
behrliche Hilfsebenen ergeben sieh diejenigen, die einen der beiden Zy- 
linder berühren, deren Spuren also eine der Zylinderspuren berühren. 
Durch einen solchen Berührungspunkt gehen zwei unendlich nahe Mantel- 
linien, also müssen die entsprechenden beiden Mantellinien des anderen 
Zylinders die Kurve gleichfalls berühren. 

Um die Tunkte der Schnittkurve richtig miteinander sii verbinden, 
läuft man zweckmäßig auf einer Horizontal spur eines Zylinders um diesen 
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herum von Manteiliuie zu Mantelliiiie. Gelangt man dabei an einen 
Punkt, für welelieü die durch ihn gehende Spur der Hilfsebene den 
anderen Zylinder berührt, so muß maa amkehien und den ersten Zy- 
linder rückwärts umlaufea. 

In jedem heliehtgen PunMe der Schnittkurve l:ann die Tangente an diese 




dadurch kinzugefügt werden, daß man die Schnittlinie der beiden Tangential- 
ebenen in dem betreffenden Punkt an die Zylicder bestimmt; diese Schnitt- 
linie ist Tangente der Kurve. Es geschieht das dadurch, daß man in den- 
jenigen beiden Punkten der Grundriß kurven, durch welche die beiden 
Manfcellinien, die den betreffenden Punkt der Schnittkurve bilden, hin- 
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durchgehen, die Tangenten au i^ie Grundkurven zieht. Durch den 
Schnittpunkt derselben muß auch die Tangente dos betrefffenden Raum- 
kurvenpunktea gehen (Fig. 459). 

Die Sestimmung der siditha/ren und tmsichibaren Teile der Kurve gi 
schiebt wie bei Polyedern. 

Oh die Haumhirve eine einzige geschlossene Linie ist oder in zivei 
Kurven serfäUt, läßt sieb von vornherein entscheiden. Wenn die beiden 
Spuren der Hilfseben, weiche die Horizontalspur des einen Zylinders be- 






rühren, die Horizontalepur des anderen Zylinders schneiden (Fig. 460), 
so durchstößt der erste Zylinder den anderen, die Ranmkurve zerfällt 
also (Fig. 461); schneidet nur eine der beiden Berührungs spuren der 
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Grundkurve des einen Zylinders die Grundkurve des anderen (Fig. 462), so 
findet ein gegenseitiges Ausschneiden der Flächen statt, die Durch- 
dringungskurve hesteht also aus einem einzigen Zuge (Fig. 463). 

Berührt eine Spur der Hilfsebenen gleichzeitig beide Kr eis zylinder- 
spuren (Fig. 464), eine der Hilfsebenen also beide Zylinder, so besitzt 
die Kurve einen Doppelpunkt (Fig. 465), besitzen die beidm Zylinäei- istvet 
gemeimchaßtchi Tangmhalehinen (F^ 46fi) w hcsit^st die "^ichniWkurve 




sivei Doppelpunkte, sie zerfällt dann hei ewei Zylindern zweiter Ordnung 
in sivei sich schneidende Kurven zweiter Ordmmg (Fig. 467). 

Praktisch kommen derartige Zylinder schnitte bei sogenannten Ge- 
ivolheaugen vor, die entstehen, wenn ein Tonnengewölbe von einem anderen 
niederen durchsetzt wird. Die Schnittkurve der hier horizontal liegenden 
Kreiszylinder wird durch eine Schar horizontaler Ebenen ermittelt, von denen 
jede die beiden Stirnflächen der Zylinder in gleicher Höhe schneidet. 
Durch Umklappen der Stirnflächen werden die vier Mantellinien, die von 
einer Ebene aus den Zylindern herausgeschnitten werden, bestimmt 
(Kg. 468). 

Läßt man den kleineren der beiden Zylinder wachsen, bis beide 
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gleich groß sind, bo schneiden sieh die beiden Zylinder in einem Kreuz- 
gewölbe, dessen Konstruktion dieselbe ist wie beim allgemeineren Fall 
des Gewölbeaages. Wird das Kreuzgewölbe von demjenigen Stück, das 




beiden Zylinderkörpern gemeinsam ist, gebildet, so entsteht das ge- 
schlosscnr oder das KJo^ergewölbe (Fig. ^169). Wird das Kreuzgewölbe 
dadurch gewonnen, daß von jedem Zylinder nicht die Stücke, die zwischen 




den beiden Schnittkuryen liegen, wie beim Klostergewölbe, benutzt werden, 
sondern dadurch, daß beide Zylinder durch je zwei vertikale, den Stirnflächen 
parallele, die Sohnittknrven berührende Ebenen abgeschnitten werden, und 
daß von jedem Zylinder gerade diejenigen Flächen stücke, die das Kloster- 
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gewölbe bilden, weggelassen werden, — so entstellt das römiseJte oder das 
offene Kreuzgewölbe (Fig. 470), Die Graibögen heider Kremgeivölbe sind 
Ellipsen. Die Abwickelungen sind beigefügt. 





Eine FUipse als Schnittkurve entsteht auch, wenn etvei hr^sssylin- 
drische Bohren su einem Knie swsammengeseid werden (Fig. 471). Aus 
Halb eil ipsen besteht die Schnittknrve eines T -förmigen Kohrstüclies 





(Fig. 472). Ein praktisches Beispiel aus dem Gebiete der Architektur 
für Schnittkurven horizontaler Zylinder bietet Fig. 473, welche ein mit 
Kupferblech belegtes Dach darsteUt; die Abwicklungen der einzelnen Dach- 
flächen sind hinzugefügt. Fig. 474 und 475 zeigen zwei Ziersteine, bei 
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denen sich horizontale und vertikale Zylinder in einfachster Weise 
dnrehechneiden 

Die Bestimmung der Schuittkurve zweier Zylinder kann auch im 

allgemeinsten falle durch eine Schar horizontaler Ebenen bestimmt 








werden, doch ist dieses Verfahren nur dann praktisch anwendbar, wenn 
die Horizontalspur beider Zylinder Kreise sind; selbst dann ist aber die 
einer Schar Ton Ebe- 




nen, parallel den Mantelliuien, ein- 
facher. 

Sind- die Horisontalspwren der 
leiden Zylinder nicht bekannt, so 
ist es nicht nötig, dieselben zw be- 
stimmen. Man kann statt der 
Horizontalebene dann auch die 
Ebenen der Grundflächen der Zy- 
linder benutzen (Fig. 476). Jede 
Hilfsehene schneidet die beiden 

Grundebenen in Spuren, die sich auf der Schnittlinie der beiden Grund- 
ebenen schneiden; aUe Spuren derselben Grundebene sind parallel. Um 
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die Richtung derselben zu beetiminen, zieht man von einem beliebigen 
Punkte aus zwei Linien parallel den Zylindermantellinien und legt durch 
diese Liuien eine Ebene, welche die beiden Grundebenen in Linien schnei- 
det, die die gesuchte Richtung besitzen. 

137. Durchdringung eines Zylinders und eines Kegels. Zur Be- 
stimmung einzelner Punkte der Schnittkurre eines Kegels und eines 




Zylinders bedient man sich einer Schar von Hilfsebenen, die wiederum 
beide Flächen in Mantellimen schneiden, es sind das Ebenen, die durch 
die Spitze des Kegels 2)07 uUel den ZiiluuJeimantelUmen gehen. Sie müssen 
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daher alle durch eine gerade Linie hindurchgehen, die durch die Spitze 
des Kegels parallel den Zylindennantellinien gezogen wird; die Spuren 
aller Ebenen müssen also durch die Spur dieser Hilfsgeraden hindurch- 
gehen. Bei dem Schnitte zweier Zylinder lag dieser Punkt im Unend- 
lichen, daher waren die Spuren aller Hilfsebenen parallel. Im übrigen 
geschieht die Bestimmung der Schniitkv/rve eines Kegels mtd eines Zylinders 
genau ebenso wie hei zwd Zylindern; auch die Tangente kann in jedem 
Punkte der Schnitt kurve in ähnlicher Weise hinzugefügt werden 
(Fig. 477). 






Praktisch kommen deiaitige Suhnitte bfi der Durcbdringun^ eines 
zylmderfoimigen und eines kegelförmigen Mxschmenteile'i, z B bei einem 
Aegehenttl m zylindrischer Sohre (Fig 47h) oder dergl voi Li^gf dtr 
Zylindei wie hier honconial und pataUel der Vertilaleb^ne, so henutst 
man gwi Konstruliion zweckmäßig einen Seitenriß In ähnlicher "S^ eise 
wie hiei der Seitenriß kann der Gnimdijß benutzt weiden, nenn det 
Zyhndet vertikal <!tt}d wie bei dem zylinderförmigen Kanmben mit 
hmischer Schnauze m Pig 479 bei welcher die Abwnklungen hinzu 
gefugt '^md Wie bei zwei Zvlindern besitzt die Schnittkurre lann e nen 
Doppelpunkt wenn Ke^fl und Zylindir eine ^emem-^arae Tangential 
ebene besitzen. 
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Die Kurve vierter Ordnung besitzt swei Doppelpunkte, wenn die beiden 
Flächen zwei gemeinsame Tangentialebenen haben, sie eerfäUt dann wiederum 
in swei Kegelschnitte. Das ist z. B. bei einer Windkappe in sylindrischetn 
Bauchfang der Fall (Fig. 480). 

Auch in eine Kurve dritter Ordnung und eine gerade Linie hxnn die 
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Schnittkurve verfallen, es müssen dann Kegel und Zylinder eine Mantel- 
linie gemeinsam haben; die Spitze des Kegels Heg t da nn in dei- Zylinder- 
fläche (Fig. 481). ' ~ 

Auch bei Kegel und Zylinder 
kann die Schnittkurve durch eine 
Sebar horizontaler Ebenen bestimmt 
werden, doch ist diese Methode prak- 
tisch nur anwendbar, wenn die Ho- 





rizontalsparen beider Flächen Kreise sind; auch dann 
ist aber die Anwendung von Ebenen durch die Spitze 
des Kegels, parallel den Zylindermaiitellinien, einfacher. 

138. Burclidringaiig zweier Kegel. Zur Bestim- 
mung einzelner Punkte der Schnittkurve zweier Kegel 
bedient man sich einer Schar von Hilfsebenen, die beide 
Flächen in Mantellinien schneiden. 

Alle Hilfsebenen müssen daher durch die Veriin- 
dungsgerade heider Kegelspiizen hindurchgehen, ihre Spuren 
also durch die Spur dieser Geraden. Im übrigen hleilit 
alles genau so ivie bei sivei Zylindern 
oder einem Zylinder und einem Kegel. 

Sind die Horizontalspuren beider 
Kegel nicht bekannt, so Jcann man statt 
der Horisontalebene auch die Ebenen 
der Grundflächen der Kegd benutzen. 
Jede Hilfsebene muß dann durch die 
Verbindungslinie der Kegelspitzen gehen 
(Fig. 482 und 483). Alle Spuren der 
Hilfsebenen in einer und 
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GmndflJiche müssen also durcli den in dieser liegenden Spurpunkt hiii- 
durch gehen, und die beiden Spuren derselben Hilfsebene müssen sich in 
der Schnittlinie heider Grundflächen sehneiden. 

Die Bestimmung der Sehnitilm/rve eines Kegels oder Zylinders mit 
einer Pyramide oder einem Prisma bietet keine Schwierigkeit. Die 




Pyramide ist als Kegel, das Prisma als Zylinder aufzufassen, deren Leit- 
kurve je ein geradliniges Polygon ist. Natürlich müssen die Schnittpunkte, 
die auf den Pyramiden und Prismenkanten liegen, alle bestimmt werden 
man wird daher damit beginnen, die einzelnen Hilfsebenen durch die 
Zylinder-, bzw. Prismetikauten zu legen, und erst nachträglich zwischen 
diesen Hilfsebeueu einige weitere einfügen. 

139. Bestiiiiiuuüg des Sclinittpuuktes einer Kurve mit einem 
Zyliuder oder Kegel. Um die Schnittpunkte einer Kurve mit einem 
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Zylinder oder einöm Kegöl zu bestimmen, legt man durch dieselbe eine 
beliebige Hilfsfläche und bringt diese mit dem Kegel, bzw. dem Zylinder 
zum Schnitt. Die Schnittpunkte der so erhaltenen Hilfskurve mit der 
gegebenen Kurve sind dajiu die gesuchten Schnittpunkte der letzteren 
mit dem Kegel, bzw. dem Zylinder. 

Bei der WaM der Hilfsßäcke wird man darauf bedacht sein, eine 
möglichst einfache Schnittkurve zu erhalten. Daher benutzt man, wenn 
es sich nm die Schnittpunkte einer geraden Linie 
mit einem Zylinder oder Kegel handelt, eine Hilfs- 
ebene, die beim Kegel durch die Spitze desselben 
geht, beim Zylinder parallel 
den ManteUinien ist, wie 
bereits in § 134 angegeben 
wurde. 

Handelt es sieh um 
eine ebene Kurve, deren 
Ebene nicht durch die Spitze 
des Kegels geht, bzw. nicht 
parallel den Zylindermantel- 

linien ist, oder um eine Raumkurve, so ist in weitaus den meisten Fällen 
der die ßaumkurve projizierende Zylinder — bei Zentralprojektionen 
Kegel — die einfachste Hilfsfläche (Fig. 484). 

Der projizierende Zylinder, bzw. Kegel wird auch verwendet, wenn 
es sieh um die Schnittpunkte einer Kurve mit irgend einer anderen Fläche 
handelt (Fig. 485). 




YL Teil. 

Eückungsflächen. 



XVI. KapiteL 

Niditentwickelbare Fläclieii im allgemeinen. 

140. Entwietelbare und nichtentwickeltoare FlKehen. Die Tan- 
gente eines Flächenpunktes war bereits als Grenzlage einer Sekante definiert, 
bei der zwei benachbarte Schnittpunkte der Flache zusammengefallen 
waren; ebenso war die Tangentialebene eines Punktes bereits deliniert 



y Google 



246 VI. Bückungafläober 



als die Gesamtheit aller Tangenten desselben. Der charakteristische 
Unterschied einer nic}deniwic!ielbaren Fläche und einer ettUvicMbaren imnmt 
mm im Verhüten der Tangentialebene zur Fläche am Ma/rsten zum Aus- 
druck. Bei den entwickelbaren Flächen hatten wir geseheu, daß die Be- 
rührung der Tangentialebene stets in einer Mau teilin ie ihrer ganzen 
Länge nach stattfindet. Die Tangentialebene hat mit der enttvickdbaren 
Fläche ein unendliiA schm<ües, unendlich langes Flächenstück gemein. Bei 
nichtentivickelbarm Flächen findet die Berührung der TangmUalebene nur 
in einem ein0igen Fimhte statt. Im allgemeinsten Falle wird die Fläche 
von jeder Tangentialebene in einer Kurve goschnittenj die durch den 
Berührungspnnkt geht; in einem besonderen Faile, und zwar ist das der 
für die Anscbauung geläufigere, berührt die Tangentialebene eine Fläche 
in einem einzigen Punkte, ohne die Fläche in einer Kurve zn schneiden, 
die durch den Berührungspunkt geht. Im nächsten Paragraphen wird 
das Verhalten der Tangentialebene in Fläch enp unkten verschiedener Art 
genauer untersucht werden. 

Von einem Punkte können im allgemeinen unendlich viele Tangenten 
an eine Fläche gelegt werden, sie bilden die Mantellinien des JBerüh- 
rungskegds. Die einzelnen Berührungspunkte bilden die Berübruugsknrve, 
und umgekehrt liegt der Berührungspunkt einer ManteUinie des Berüh- 
rungskegels auf der Berührungskurve desselben. Ebenso können von einem 
Punkte unendlich viele TangenHaUbenen an eine Fläche gelegt werden, 
jede berührt den Berühmngskegel länge einer Mantellinie, die Tangente 
der Fläche ist; die Berührungspunkte liegen also auf der Berührnngskftrve, 
und die Tangentialebenen erzeugen den Berührungskegel durch Umhüllung. 
Bei entwickdharen Flächen degeneriert der Berührungskegel su üner Ebene; 
dMsMe ist durch einen ihrer Bw^te bestimmt, während iei nichtentwieheßxwen 
Flachen eine Tangential^e^te erst durch zwei Funkte oder eine Gerade bestimmt 
ibt FdUt letztere iw^ Unendliche, so kann sie durch eine Richtnngsebene 
eisetzt weiden parallel zu der die Tangentialebene liegen soll. Fällt 
dei Punkt, von dem aus die Tangenten, bzw. die Tangentialebenen an 
die Flachen gelegt werden, ms Unendliche, so wird ans dem Berührungs- 
kegel ein BinÜHtvnqssylinde} Derselbe wird also erzengt durch die 
Tangenten oder die Tangential ebenen, die parallel einer gegebenen Ge- 
raden an die rUche gelegt weiden. 

141. Dio Krümnuiug der Itruramen Flächen. Um das Verhalten 
einer Fläche zur Berührungs ebene im Berührungspunkte zu untersuchen, 
denken wir uns etwa evne Bohnenfläche und legen an dieselbe in einem 
Fwnld A eine Tangentialebene. Dann wird die Fläche im allgemeinsten 
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FaMe von der Ebene m einer Kurve qesthmtten (Fig 486), äte in Ä einen 
Doppelpunkt Jiat, der zugleich für hmdp Aste det Kmve Wetidtf/anld ii,t. 




diircl] ihn gehen also zwei Wendetangenten hindurch, die hier anch 
Saupttatigeiiten der Fläche genannt werden (Fig. 487). Verriickt man 
die tangentiale Ebene ein wenig, so öffnet sich die Kurve und zerfällt 
in zwei Zweige, ähnlich wie eine Hyperbel. Je nachdem man die Tan- 
gentialebene nach iler einen odur anderen Seite verrückt, liegen die beiden 





Zweige im einen oder anderen "Scheitelwinkel a m (i tr 4*^*^ — 490). Ein 
Punkt, m dem sich die Tangentialebene in diese We e zir il che ver- 
halt, heißt em hiipethohseher Punkt, und man sagt l e Fl 1 besitzt in 
t/te'^em Punkt hyperbolische odei sattdförmige Km g 

Biehf man um die NotmnJe desBertihru fS2m }tts '^cJ tlebene, so 





liegt die Schnittkurve und damit auch h Ä y ] Ihn esser bald 

anf der einen Seite der Tangentialebene, bald uf d r anderen (Fig. 491). 
Als Grenzlagen der Sohnittebene sind diej n en zu bet a hten lie durch 
die Wendetangenten hindurchgehen. Der K nmungs ad s der Schnitt- 
kurve ist hier unendlich groß. Bei einer D eh m de Schrnttebene um 
180" nimmt also der Krümmungsradius ein n mll ! en j st e Wert au, 
wächst dann, bis er gleich unendlich wird w 1 1 n n at lud seine 
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Länge sinkt wieder herunter auf einen endlicben Wert, um dann aber- 
mals zu wachsen und durch das Unendliche hindurch wieder einen posi- 
tiven endlichen Wert anzunehmen. 

Bewegt man mm die Tangentialebene so, daß der DoppelpunJd der 
SehniWkurve zum isolierten Funltte wird, so wird die Fläche von der 
Tangentialebene nicht mehr in einer Kurve geschnitten, die durch den 
Berührungspunkt hindurchgeht (Fig. 492). Verrückt man die Tangential- 
ebene um unendlich wenig, so schneidet sie die Fläche in einer ellipsen- 
ähnliehen Kurve. Ein Flächenpunkt, in dem sieh die Tangentialebene 
in dieser Weise zur Fläche verhält, heißt ein dUpUscher Fimkt, und man 
sagt, die Fläche besitzt in diesem Funkt elUpUsdie oder hippenßrmige 
Krümmung. Die Wendetangenten sind in einem solchen Punkt imaginär 
geworden. 

Dreht man um die Normale in einem elliptischen PuMe eine Ebene, 
so liegen die von dieser aus der Fläche geschnittenen Kurven sämtlich 




■xit derselben ^eitc dei iangentialebene. Der Krümmungsradius liegt 
also gleichfalls fir alle Schnittkuiven auf derselben Seite der Tangential- 
ebenp und hat stets einen endlichen Wert. 

Bei dei Ben egnng der Tangentialebene längs der Bohnenfläche findet 
zwjs hen denjenigLn Lagen, in denen die Schnittkurve einen Doppel- 
punkt besitzt und denjenigen m denen dieser zum isolierten Punkte ge- 
worden ist, eine GrenJage statt Diese ist dadurch charakterisiert, daß 
der Doppelpunkt zum RuclJ-ekipunM geworden ist und die beiden Wende- 
oder Haupttangenten miammengefallen sind (Fig. 493). Verrückt man 
m einem solchen Punkte die Tangentialebene um unendlich wenig, so 
wird die Flache in einer parabelartigen Kurve geschnitten. Ein Flächen- 
punkt, in dem die Tangtntnlebene dieses Verhalten zur Fläche zeigt, 
heißt em patahohschei Funlt, und man sagt, die Fläche besitzt in diesem 
Fimlie parcdjolt'^che Krümmung 

Dieht man tiiedei eine Ebene um die Normale eines parabolischen 
Fünftes so liegen die einzelnen Schnittkurveu und damit auch die 
Ktttmmuvjsiadun /wir iu(h samtlich auf derselben Seite der Tangential- 
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ebene, der Krümmiingaradius wächst aber hier bis zum Werte <x>, und 
zwar bei derjenigen Schnittkurve, deren Ebene dureh die zusammenge- 
fallenen Haupttangenten geht. 

Im allgemeinen kommen auf einer Fläche alle drei Charaktere von 
Punkten vor, und zwar so, daß ffanse Gdnde nur elUptisciie und andere 
nv/r hyperbolische Pmikte enthalten. Beide Ge- 
Uete sind getrennt durch dne Kurve, deren i 
Punkte parabolische Krümmung hesitsen (Fig. 
494). 

Ganze Gebiete mit parabolischen Punkten 
im eigentlichen Sinne kann es nicht geben, doch 
können die entwickelbaren Flächen als solche an- 
gesehen werden. Die beiden zusammengefallenen Haupttangenten fallen 
dann mit zwei unendlich nahen Mantellinien zusammen. Der Krümmungs- 
halbmesser bleibt auch hier bei allen Schnittkurven durch dieselbe Nor- 
male auf derselben Seite der Tangentialebene und nimmt für einen 
Schnitt durch die Mantellinie den Wert <xi an. - — Ein Analogon hierzu 
findet sich hei der Krümmung der Kurven. Diese können konvex oder 
konkav gekrümmt sein; ein Übergang findet durch einen Wendepunkt 
statt; eine Kurve mit lauter Wendepunkten gibt es nicht, doch kann 
die gerade Linie als solche angesprochen werden. 



XVIL Kapitel. 

Rotationsflächen. 

142. Meridiane und Parallelkreise. DenM man sich eine Kurve 
fest mit einer geraden Linie verbunden tmd mn diese als Achse gedreht, so he- 
schrmbt die Kurve eine Fläche, die Botationsßäche heißt {Fig. 495). Dabei be- 
schreibt jeder Punkt der Erzeugenden einen Kreis, dessen Mittelpunkt 
auf der Achse liegt, und dessen Ebene senkrecht zur Achse ist. Diese 
Schar von Kreisen heißen Parallelkreise; der größte oder kleinste Par- 
allelkreia heißt Äquator, letzterer auch Kehlkreis. — Umgekehrt schneidet 
jede Ebene senkrecht zur Achse die Rotationsfläche in einem Kreise. 
Eine Potationsßäche kann also auch durch ParaUeherrückung eines Kreises 
erzeugt werden, wenn sein Mittelpunkt sich auf einer Geraden bewegt, 
und sein Madms sich bei der Bewegung ständig ändert, wobei seine Länge 
durch eine Leitkurve bestimmt wird. Fine Rotationsfläche kann also 
auch als Miickungsfläche aufgefaßt werden. 
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Eine Ebene, die durch die Rotation saohae geht, heißt Meridianebene. 
Alle von den Merid iaaebenen herausgeschnittenen Kurven sind kongruent 
und heißen Meridiankurven, linrz Meridiane. Gewöhnhch wird die 
ileridiankurve auch als Erzeugende benutzt. 
Ist das nicht der Fall, so ist es zweckmäßig, 
nachträglich die Meridianburve als Erzeugende 
einzusetzen. Die Meridiankurve hat die Achse 
als Symmetralaehse und wird von dieser in 
zwei Halbmeridiane geteilt. Jede Meridian- 
ebene ist für alle Parailelkreise Symmefcral- 
ebene. Durch die Meridiankune tvird die Ge- 
stalt der Fläche am charaliteristischsten mm 
Ausdruck gebracht; eben deshalb wird sie meist 
als Erzeugende benutzt. Die Eigensdiaften des 
Meridians übertragen sieh auf die Flächt; so 
erzeugt eine Symmetralaehse des Meridians 
eine Symmetralebene, ein Wendepunkt erzeugt 
einen Wendekreis, der eUiptiacbe und hyper- 
bolische Gebiete der Fläche trennt, und dessen Punkte parabolisch sind 
(Fig. 495). Ein höchster oder tiefster Punkt erzeugt gleichfalls einen 
parabolischen Krümmungakreia, der die elliptischen von den hyperbo- 
lischen Punkten trennt. Schneidet der Meridian die Achse, so findet 
ein Selbst durch schnitt der Fläche statt. 




143. Darstellung der Botationsflächen. Zur Darstellung der 
ßotatimsflächen bieten sich ewei wichiige Scharen von Kwven dar, die 
FaraUelkreise und die Mei-idiane. Beide Systeme können zur Daratellung 
der Fläche benutzt werden, je nachdem dieselbe als Itückungs- oder 
Drehungafläche aufgefaßt wird. Am einfachsten projizieren sich beide 
Systeme von Kursen, wenn die Rotationsachse senh-etM auf einer der 
beiden Projektionsebenen, etwa der Horisontcdebene, steht. Alle Parallel- 
kreise projizieren sich dann in der Vertikaiebene als gerade Linien 
und in der Horizontal ebene als Kreise, und die Meridiane projizieren 
sich wenigstens in der Ilorizontalprojektion a!a Geraden, während ihre 
Vertikalprojektionen als Kurven erscheinen, die zum Meiidian affin sind 
(Fig. 496). Eine Lage der Rotationsfläche, hei welcher beide Projek- 
tionen der Meridiane einfach sind, ist nicht möglieh. Benutzt man also 
die Parallelkreise als Erzeugende, so ergeben sieh einfachere Konstruk- 
tionen, und mit Rücksicht darauf ist die Betrachtung der Boiationsflächen 
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als Rückungsfläclien einfacher, wemigleich das Drehen des Meridians um 
die Achse als einfacheres Eeweguagsgesetz erBeheint, 

Derjenige Meridian, der parallel der Vertikalebene liegt, projiziert 
sicli in wahrer Gestalt und heißt daher Sauptmeridian. In der Hori- 
zontalebene projiziert er sich als Gerade parallel der Projettionsachse. 




Er eignet sich am besten dazu, den Parallelkreisen als Leitkurve zu dienen. 
Ein beliebiger Parallelkreie projiziert sich in der Vertikalebene als Sehne 
parallel der Projektionsachse. Die Sehne ist der Durchmesser des Far- 
alleikreises und seiner Horizontalprojektion. Der größte, bzw. kleinste 
Parallelkreis bildet den Umriß der Flache in der Horizontalebene, wäh- 
rend in der Vertikalebene der Hauptmeridian Umriß ist. Ist voji 
einem Flächenpunkt eine Projektion gegeben, so ist die andere mit Hilfe 
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des durch ihn gehenden ParallelkreieeH zu ermittehi. Zu jeder Vertikal- 
projektion eines Punktes gibt es zwei Ilonzontalprojektionen. Um einen 
beliebigen Meridian zu bestimmen, der etwa durch den Winkel, den er 
mit dem Hanptmeridian bildet, gegeben ist, werden die Schnittpunkte 
seiner geradlinigen Horizontalprojektion mit einer Reihe von Parallel- 
kreisen auf die zugehörigen Vertikalprojektionen der letzteren hinauf- 
gelotet und die so bestimmten Punkte miteinander verbunden. Da die 
Meridiane erat mit Hilfe von Parallelkreisen gezeichnet werden könneu, 
so zeigt sieh hier am besten, daß man unverhältnismäßig einfachere 
Konstruktionen erhält, wenn mau die Rotationsfläche als Rückungsfläche 
— als ein Skelett von Parallel kreisen — auffaßt. Freilich liefert die 
Darstellung der Fläche durch eine Beihe von Meridianen ein plastischeres 
Bild der Fläche; doch wirken auch die ParaUeikreise plastisch, sobald 
sie sich nicht geradlinig projizieren. Häufig werden gleichzeitig beide 
Systeme der Kurven zur plastischen Darstellung von Rotationsflächen 
benutzt. 

Ist als Erzeugende eine liaunikurve gegeben, z. B. eine Schrauben- 
linie, so verfährt man am besten, wenn man zunächst den Hanptmeridian 
der Fläche heatimmt, und diesen nachträglich als Erzeugende einsetzt. 
Der Hauptmeridian wird dadurch ermittelt, daß man eine Beihe von 
Punkten der Schraubenlinie auf horizontalen Kreisen in die Ebene des 
Hauptmeridians dreht und die so erhaltenen Punkte miteinander ver- 
bindet. Es sei besonders darauf aufmerksam gemacht, daß die Vertikal- 
projektion der Schraubenlinie nicht identisch mit dem Hauptmeridian ist 
(Fig. 497). 

Um eine Projektion einer Rotationsfläche in unsymmetrischer Stellung 
zu erhalten, geht man von der symmetrischen aus und führt diese durch 
Drehen oder Transformieren oder axonometrische Konstruktionen in die 
verlangte SteEung über. Alle Kreise werden dabei zu ähnlichen EUipsen; 
den Umriß erhält man durch Umhüllung, kann ihn aber auch besser 
direkt erhalten durch den Berührungszjliuder, bzw. Kegel, wie im nächsten 
Paragraphen gezeigt werden wird, 

144. Tangeutialanfgaben für Rotatioiisfläclien. Um in einem 
Punkte einer Rotationsfläche die Tangentialebene zu konstruieren, kann man 
den für alle Flächen gültigen Weg einschlagen und durch den Punkt zwei 
auf der Fläche liegende Kurven legen — am besten den ParaUelkreis 
und Meridian — , in dem Schnittpunkte der Kurven die Tangenten an 
diese legen und durch diese die Tangentialebene (Fig. 498). 

Während sieh die Tangente an den Parallelkreis ohne weiteres 
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zeichnen laßt, muß die Tanqpnfe an flen Metiämn, wenn man vermeiden 
will, dii^sen selbst zu zen,lineii, durch einen kleinen Kunstgriff ermittelt 
werdm, dreht min die duich den Meridian gehende vertikale Ebene um die 
Eotation&achse, bis dle^et mit Jem Hauptniendian zusammenfällt, so 
kann man an diesen die Tangente 70i(hntn D idurch ist der Schnitt- 
punkt der Tingente mit der Kotdtions ichse bestimmt, der beim ZmÜck- 
drehen der lingente an Oit und Stelle hegen bleibt. 

Min kinn die inf^fibe luch dadurch loaen, daß man an die Rota- 
tionsäache einen Beiuhiungskcj^el legt dei die Fläche in demjenigen 




Parallelkreis berührt, auf dem der gegebene Punkt liegt. Jede Eheste, 
die diesen Kegel, wir wollen ihn einm ParalleVi'^eiskegel nennen, berührt, 
berührt auch die Fläche. Legt man also eine Tangentialebene an den 
Kegel, die durch die langente seines Berührungskreises im gegebenen 
Punkte geht, so hat man damit die Tangentialebene an die Rotations- 
fläche im gegebenen Punkte bestimmt (Fig. 499). 

Während bei entwickelharen Flächen eine Tangentialebene bereits 
durch einen Punkt bestimmt war, ist hei einer nicht entwickelbaren 
F^he eine Tangentialebene erst durch zwei Punkte oder eine Gerade 
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bestimmt — Durch einen Punkt lassen sich unendlich viele Tangential- 
ebenen legen, die die Fläche längs einer Kurve berühren, dabei umhüllen 
sie einen Berühr ungskegel, dessen Spitze in dem gegebenen Punkte liegt. 
Rückt dieser ins Unendliche, so wird aus dem Berilhrungskegel ein Be- 
rührungszylinder. 

Die Bestimmung der Berührungskmvett eines Beruhrungszylinders 
oder -Tiegels ist für alle Flächen von der größten Widitigkeit; einmal wird 
bei Zentral- oder Parallelperspettiven der Umriß einer Fläche am besten 
als Schnitt eines projizierenden Berührungskegels, bzw. Zylinders mit 
der Bildebene bestimmt. Dann aber spielen die Be ruh rungs kurven auch 
bei Schattenkonstruktionen eine wichtige Rolle. Versteht man unter 
Wendeschatten diejenige Kurve, welche die beleuchtete Seite der Fläche 
von der im Eigenschatteu liegenden trennt, so erhält man durch Pro- 
jektion des Wendesehattens den Schlagschatten der Fläche. Der Wende- 
schatten ist aber die Berührungskurve eines Berühnmgs Zylinders par- 
allel den Sonnenstrahlen — eines Berührungskegels bei Kerzenbeleuchtung. 
Der Schlagschatten der Fläche er- 
gibt sich dann als Schnitt des Be- 
rti brungszy linders oder -kegols mit 
der Auffacgsfläehe (Fig. 500). 

Um den Beriihrungshegel, des- 
sen Spitse in einem Punkte A liegt, 
an eine Rotationsfläche m konstru- 
ieren, lege man einen beliebigen 
Parallelkreiskegel an die Fläche 
(Fig. 501). Bestimmt man den 
Schnittpunkt der Verbindungslinie 
der Spitze des Kegels und des Punktes A mit der Ebene des Berührungs- 
kroises, und legt von diesem Schnittpunkte aus die beiden Tangenten an 
diesen Kreis, so sind die beiden Berührungspunkte zwei Punkte der ge- 
suchten Berührungskurve. 

Das zur Bestimmung mehrerer Punkte notwendige Zeichnen von 
Tangenten kann dadurch vereinfacht werden, daß man diese nicht in den 
verschiedenen Parallelkreisebeoen zieht, sondern in derjenigen horizon- 
talen Ebene, die durch Ä geht. Die Berührungspunkte aller von dieser 
Ebene aus den einzelnen Parallelkreiskegeln herausgeschnittenen Kreise 
mit den von A aus an sie gezogenen Tangenten liegen dann auf einem 
Kreise über OA als Durchmesser und sind als Schnitt mit diesem Kreise 
bestimmt (Fig. 502). 

Vier Funkte der Berührungskurve ergehen sich direkt. Zieht man 
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aämlieh vou A aus in der Vertikalprojektion die Tangenten an den Um- 
riß, so sind in den Berilliruugsp unkten diejenigen Punkte bestimmfcj in 
denen die Berühmngekurv^e den Umriß berührt. 
Dieselben können sofort auf die Horizontalprojek- 
tion des Umrisses — den Durelimesser parallel 
der Projektionsachse — lieruntergelotet werden. 
Ebenso bestimmen in der Horizontalprojektion die 1 
Tangenten von Ä aus an den Umrißkreis die bei- 
den Punkte, in denen dieser von der Berührungs- 
kurve berührt wird. Dieselben können sofort in 
die Vertikalprojektion dieses Kreises — den Äqua- 
tor — hinanfgelotet werden (Fig. 503). 

Außer diesen vier Punkten sind meistens nur i 
noch ganz wenige Parallelkreiakegel nötig, um die \ 
Beruh rungskmrve zu bestimmen. 

Auch der Mclisie und tiefs'e Funld der Berüh- 
rungshurve kann leicht direkt ermittelt werden. 
Beide Punkte werden in der durch A gehenden ^'^ '"'^' 

Meridianebene durch die beiden Tangenten, die von A an den Meridian 
gelegt werden können, bestimmt. Dreht man diese Meridianebene um 
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die Rotationsachse, bis der Meridian mit dem Hauptmeridian i 

fällt, und zieht voa dem mif^edrehten Punkte A an dieaea die Tangenten, 

so erhält man durch Zurückdrehen 

der beiden Berührungspunkte an 

Ort und Stelle den höchsten und 




tiefsten Punkt der 
beiden Punkt« 




urve (Fig. 504). Häufig genügen diese 
mit den vier auf dem Umriß bestimmten 
Punkten bereits zur 
Festlegung der Berüh- 
rungskurve (Fig. 505). 
Genau in derselben 
Weise wird auch der 
Beriihnmgssylinder be- 
stimmt, nur tritt anstelle 
der Verbindungslinie der 
Spitze eines Parallel- 
kreiskegels mit dem 
Punkte Ä eine Parallele 
zu den Zylindennantei- 
linien durch die Spitze 
I ,^ / eines Parallelkreis- 

kegels. 

Das Zeicfmen der 
Tangenten im den einzel- 
nen Parallelkreisebenen 
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Izann hier dadurcli vermieäm werden, daß man die TerscHedenen Parallelkreis- 
kegel parallel mit sich selbst so verrückt, daß die Spitzen aller Kegel 
in denselben Punkt der Achse (bei Fig. 506 in die Mitte der Achse) 
fallen, und daß man alle Kegel durch die Horizontalebenc absehneidet. 
Die Beruh ruugspujikte aller Grundkreise liegen dann auf einem Kreise 
über Oa als Durchmesser, wobei a die Horizontal spur der durch die 
gemeinsame Spitze aller Kegel gehenden Zylindermantellinie ist. 

Der Utnriß hyperhoUscJi geh-ümmter Flächen zeigt häufig eine be- 
achfenswerte MerktviirdigJieit. Diese kommt dann zustande, wenn be- 
stimmte Projektions strahlen nicht nur die Fläche berühren, sondern gleich- 
zeitig auch Tangenten an die Yon dem projizierenden Zylinder — bzw. 
Kegel — bestimmte Berührungs- 
kurve sind (Fig. öÜ6, Punkt 1, " 

2, 3 und 4). Fällt aber eine Kur- 
ventangente mit einem Projektions- 
strahl zusammen, so projiziert sich 
der Berührungspunkt als Biickkehr- 
piinkt, wie bereits in § 115 gezeigt 
wurde (Fig. 507, Punkt 1, 2, 3 und 
4). Besitzt der Umriß einer hyper- 
bolisch gekrümmten Fläche auf 
diese Weise entstandene Rückkehr- 
punkte, so wird er in diesen 

Punkten gleichzeitig unsichtbar; es scheint dann so, als oh der TJmriß 
mitten in der Fläche plötzlich aufhört oder gar allmählich verläuft. Beides 
kann natürlich nicht der Fall sein; der umriß wird eben nur von den Eück- 
kehi-punkten an durch die Fläche selbst zum Teil verdeckt, also unsichtbar. 

In praktischen Fällen ist es meist nicht notwendig, den ßückkehr- 
punkt genau zu bestimmen als Punkt, in welchem die Fläeheataugente 
gleichzeitig die Kurve berührt, da derselbe durch Schätzung gewöhnlich 
mit genügender Genauigkeit bestimmt werden kann und zudem noch 
mehr oder weniger verschleiert erseheint. 

Mittels des Berührungszylinders und -kegeis lassen sich nun auch 
die Aufgaben lösen, eine Tangentialebene durch eine gerade Linie an 
eine Fläche zu legen und eine Tangentialebene parallel einer Bich- 
tungsebene zu bestimmen. 

Zur Bestimmung einer Tangentialebene durch eine gegebene Gerade 
bieten sich die folgenden vier Konstruktionsmöglichkeiten dar: 

1. Man legt von einem Punkte der gegebenen Geraden einen Bc- 
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rührimgskegel an die Fläche und an diesen eine Tangentialebene durch 
die gegebene Gerade. 

2. Man legt parallel der gegebenen Geraden den Beriihmngszylinder 
an die Fläche und an diesen durch die Gerade die Tangentialebene. 

3. Man legt Yon zwei Punkten der Geraden je den Berühr ungekegel 
an die Fläche und legt in dem Schnittpunkte der beiden so bestimmten 
Berühmngakurven die Tangentialebene an die Fläche. 

4. Man legt von einem Punkte der Geraden den Berührungs- 
kegel und parallel der Geraden den Berührungszylindor an die Fläche 
und bestimmt die Tangentialebene der Fläche im Schnittpunkte der 
beiden so bestimmten B er ührungs kurven, — Welcher dieser vier Wege 
der zweckmäßigste ist, hängt von den jeweiligen Umständen der betref- 
fenden Aufgabe ab. 

Um eine Tangentialebene parallel einer gegebenen Ebene an die Fläche 
zu legen, kann mau entweder parallel zu einer beliebigen Geraden, die in 
der gegebenen Ebene liegt, den Beruh - 
i-ungB Zylinder an die Fläche legen und an 
diesen die Tangentialebene parallel der ge- 
gebenen Ebene, oder man wählt in der ge- 
gebenen Ebene zwei beliebige Geraden und 

1 legt parallel zu jeder von ihnen einen Be- 
rührungs Zylinder an die Flache, und an den 

I Schnittpunkt der beiden so bestimmten Be- 
rührungskur ven die ' 



145. Die angenäherte Abwicklung 
von Botationsltäehen. Die Abwicklung 
einer Rotationsfläche ist nur annäherungs- 
weise möglich; sie ist jedoch zum Übertra- 
gen von Ornamenten oder aus anderen 
Gründen, z. B. um einen Erdglobus mit be- 
dmcktem Papier zu überkleben, von Wich- 
tigkeit. Durch die beiden Systeme von Ktir- 
fen — Meridiane und ParalMkreise — sind 
swei Wege sur angenäherten Abwicklung von 
Flächemtreifen vorgeschrieben. 

Ein FaraMelkreiskegel hat das zwischen 
zwei unendlich nahen Parallelkreisen lie- 
gende Manteistück mit der Fläche gemein. 
ßü<^kt man die beiden Parallelln'eise um 
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eine endliche, aber kleine Eiitfenning auseinander, so fällt die zwischen 
diesen beiden Ebenen liegende Zone des Kegelmantels und der Fläche noch 
annähernd zusammen. Die FlÖcheneone Iccmn also angenähert als Kegel- 
manteUone abgewickelt werden. Als Kegelmantel wird dabei derjenige be- 
nutzt, der die Rotationsfläche in dem in der Mitte zwischen den beiden 
Grenz meridianen liegenden Meridian berührt. Die Länge dieses mittlereli 
Meridians wird dann mittels Heiner Zirkelöffnung auf die Abwicklung 
übertragen (Fig. 508). 

Legt man an die Fläche einen Beriikrungszylinäer parallel mit den 
Ehenen der ParaUelhreise, so bei-ührt derselbe die Fläche längs eines 




zylindrischen Flächenstöekes, das zwischen zwei unendlich nahen Meri- 
dianen liegt. Dreht rnan den einen der Meridiane um einen kleinen 
Winkel um die Achse, so fällt das Flächenstück der Rotationsfläche 
gwtschen den beiden Me^-idianen wenigstens noch annähernd mit dem 
Zylinder zusammen und Jrann daher als Zylindermantel abgewickelt werden. 
Zu diesem Zwecke rektifiziert man den in der Mitte zwischen den beiden 
Grenzmeridianen liegenden Meridian und bestimmt seine Schnittpunkte 
mit einer Anzahl von Parallelkr eisen. Durch diese Punkte legt man 
senkrecht zum rektifizierten Meridian die aus der Horizontalprojektion 
entnommenen >Stücke der einzelnen Parallelkreise, die zwischen den Grenz- 
meridianen liegen (Fig. 509). 
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Ditrdi angenäherte AhwicUang ist es auch leicht möglich, ein Flächen- 
muster in die Frojeldion der Flocke m übertragen. So ist z. B. in 
Fig. 509 eine Anzahl gleich großer Kreise, deren Mittelpunkte in glei- 
chen Abständen auf dem Äquator liegen, auf die Rotationsfläche dadurch 
übertragen -worden, daß die einzelneu von zwei Meridianen begrenzten 
Fläehenstreifen, auf denen je ein Kreis liegt, ala Zylinder abgewieiielt 
wurden. 



146. Eljene Schnitte von Botationsflaclien. D>e Schnittkurve einer 
mit einer Ebene ist dann nicht schwer zu bestimmen, 
iicmi die Hbene bmkrecht auf einer der 
Ptoiektionsehpne?i z B der Vertikalebene, 
\leht Einzelne Punkte der Kurve ergeben 
sich dann direkt iIb Schnitte der Verfcikal- 
spur mit einzelnen Parallelkreisen (Fig. 
olO) Steht dio Ebene nicht senkrecht 
auf einer der Piojektionsebenen, so läßt 
sich diese Lage doch stets durch eine 
Transformation erreichen. 

Indessen läßt sieh die Kurve 
auch da direkt bestimmen. Die einfachste 
Schar von Hufs flächen, von Flächen 
also, die mit beiden gegebenen Flä- 
chen die eiufachsteu Schnittkurven 
bilden, sind horizontale Ebenen ; denn 
diese schneiden die gegebene Ebene 
in geraden Linien, die parallel der 
Horizontalspur der gegebenen Ebene liegen, und die Rotationsfläche 
in Parallelkreisen, die in der Horizontalprojektion als konzentrische Kreise 
erscheinen. Jeder dieser Kreise bestimmt mit der zugehörigen Geraden 
zwei Punkte der gesuchten Kurve in der Horizontalprojektion. Die zu- 
gehörigen Vertikalprojektionen erhält man durch Hinaufloten auf die 
entsprechenden Vertikalprojektionen der Parallelkreise. In Fig. 511 ist 
die durch die Achse gehende und senkrecht auf der Horizontalspur der 
gegebenen Ebene stehende Ebene für die Schnittknrve Symmetralebeue. 
Ihre Schnittlinie mit der gegebenen Ebene bestimmt zwei Punkte, 
die hier wegen der eingeschnürten Form der Kurve als höchster und 
tiefster Punkt von Wichtigkeit sind. Man erhält diese beiden Punkte, 
wenn man die genannte Symmetralebeue dreht, bis sie in die Ebene des 
Hauptmeridians fällt. In dieser bestimmt mau die Schnittpunkte der 
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gedrehten Schnittgera den mit dem Hanptmeridian und dreht diese Punkte 
zurück in die ursprüngliche Lage der Sy mm etra leben e. 

147, Durcbdriogung einer Rotationsfläche mit einer Zj'IInder' 

und EegelflUclie. Wird eine BotationsfläcJie von einem vertikalen Zylinder 
gesclmitien, so ergeben sich einzelne Punkte der Schnittkurve in der 
Horizontalprojektion direkt als Schnittpunkte der Grundknrve des Zy- 
linders mit einer Schar von Parallelkreisen (Fig. 512). Handelt es sich 



y Google 



VI. Rückungsfläohen. 



■pur ein Kreis ist, so wer- 
den beide FHcheii wiederum durcb eine Schar von horizontalen Ebenen 
geachnitten. In jeder derselben siud dann zwei Punkte der gesuchten 
Schßittkurve als Sclmittpankte der von ihr aus den beiden Flächen 
herausgeschnittenen Kreise bestimmt. Isl die Sorieontalspur eine Tvom- 
pU^iertere Kurve, so könnte mau zwar einzelne Schnittpunkte auf die- 
selbe Weise konstruiereu, doch hätte mau dabei eine Anzahl von Kurven, 
die kongruent der Horizontalspur 
des Zylinders sind, zu zeichnen. 
Dieser Unbequemlichkeit kann mau 
durch einen Kunstgriff aus dem 
Wege gehen. Dieser besteht darin, 
daß man jede der Hilfsebenen par- 
allel mit sich aelbst in der Rich- 
tung der Mantellinie des Zylinders 
verschiebt, bis die aus dem Zylin- 
der herausgeschnittene Kurve mit 
dessen Horizontal spur zusammen- 
fällt. Um den Kreis in der ver- 
schobenen SteEung zu zeichnen, 
genügt es, den Mittelpunkt dessel- 
ben zu verschieben. Die in der 
Horizontalebene so bestimmten 
Schnittpunkte werden je längs einer 
ManteUinie des Zylinders auf den 
betreffenden Pai-allelkreis an Ort 
und Stelle zurückgeschoben. ~- 
Den höchsten und tiefsten Punkt 
der Kurve in Fig. 513 erhält man 
dadurch, daß man die oberste und 
unterste ManteUinie ura die Achse dreht, bis sie in die Ebene des 
Hauptmeridians fallen, ihre Schnittpunkte mit diesem bestimmt und sie 
zurückdreht in die alte Lage. 

Dasselbe Verfahren des Verrückens einer Hilfsfläehe in die Horizon- 
talebene kann in etwas modifizierter Weise auch angewendet werden, 
wenn es sich um den Scimiü einer Motationsfiäche mit einem Kegel handelt 
(Fig. 514). Hier wird jede Hilfsebeue so verrückt, daß sich der Mittelpunkt 
des aus der Rotationsfläche herausgeschnittenen Kreises auf einer geraden 
Linie, die durch die Spitze des Kegels geht, bewegt. Bei der Verrfickung 
denke man sich die aus den beiden Flächen heraus geschnittenen Kurven 
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ihre Dimensionen ständig so verandem daß die ■ins dem gegel: 
Kegel herausgeecliiiitteDe Kurve immei auf dem Mantel desselben bleibt, 
wobei der ans der Rotationsfl luhe her'm"<geaohnitteiiG Kreis sieh, so ver- 
iindert, daß er deu Mantel eini a Hilf'^kegela heschieibt, dessen Spitze in 




der Spitze des gegebenen Kegels liegt. Hat man in dieser Weise eine 
Hilfsebene in die Horizontalebene veraehoben, so fallt die Sehnittkurve 
des gegebenen Kegels mit dessen HoriKontalspur zusammen, wahrend der 
veraehobene Mittelpunkt des Kreises die Spnr einer durch die Spitze 
des Kegels und den Mittelpunkt des Kreises gehender geraden 
Linie ist. 
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Die beiden t 



Der Radius dieses Kreises wird in der Vertibalebene auf der Pro- 
jekt ionsaclise durch die Verbindungslinie der Spitze des Kegels mit dem 
Mittelpunkt des ParallelkreJses und dareh die Verbindungslinie der Kegel- 
spitae mit dem Endpunkte der Strecke, in die sich der Parallelkreis pro- 
jiziert, begrenzt. 

1 der Horizontalebene erhaltenen Kurven, die auch 
Zentralprfyektion der in einer 
Hilfsebene liegenden beiden Kurven- 
aufgefaßt werden können, bestim- 
men durch ihre Schnittpunkte die- 
jenigen Kegelmantellinien, auf de- 
nen die durch die betreffende Hilfs 
ebene bestimmten Punkte der ge- 
suchten Durch dringungskurve lie- 
gen; dieselben sind daher durch 
den Schnitt dieser Mantellinien mit 
dem Kreise an Ort und Stelle be- 
stimmt, 

148. Durchdringung zweier 
Botationsfläclien. Sind die Achsen 
zweier sich schneidender Rotations- 
flächen parallel und senkrecht auf 
der Horizontalebeue, so kann man 
einzelne Punkte der Schuittkurve 
leicht dadurch bestimmen, daß man 
beide Flächen durch eine Schar ho- 
rizontaler Ebenen sehneidet (Fig. 
515). In jeder Hilfsebene sind zwei 
Punkte durch den Schnitt der bei- 
den aus den Flächen herausgeschnittenen Kreise bestimmt. 

Schneiden sich die beiden Achsen der Sotationsßächen, so projiziere 
mau dieselben so, daß eine Achse senkrecht auf der Horiaontalebene, 
die andere parallel der Vertikalebene liegt. Als Hilfsflächen eignen sich 
hier eine Schar von konzentrischen Kugeln um den Schnittpunkt der 
Achsen als Mittelpunkt. Jede dieser Kugeln schneidet die beiden Ro- 
tationsflächen in Kreisen, die sieh in der Vertikalprojektion als gerade 
Linien darstellen. Der Schnitt derselben ist die Vertikalprojektion zweier 
sich deckender Punkte der Durchdringungs kurve. Die zugehörigen Hori- 
zontalprojektionen erhält man durch Herunterloten auf den entsprechenden 
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ParaRelkreis derjenigen Rotationsfläehe, deren Achse vertikal steht 
(Fig. 616). 

Sind die At^en heider SotaHonsftäcken windschief, oder handelt es 
sich um eine Eotationsfläche und eine Icomplisiertere andere Fläche, 
ao wird im allgemeinen eine Schar horizontaler Ebenen am einfachsten 
■ Durchdringungskurve benutzt werden können. 
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XVIII. Kapitel. 

Die Flächen zweiter Ordnung als Mcknngsflächen. 

14:9. Polare Bezieliungeii. Eine Fläcte zweiter Ordnung wurde 
bereits definiert ala eine Fläche, die von jeder Geraden in zwei und nur 
zwei Punkten geschnitten wird. Aus dieser Definition folgt sofort, daß 
eine solche Fläche von einer Ebene in einem KegelschniU geschnitten wird; 
denn die Sehnittkurve darf von jeder in der Ebene liegenden Geraden 
nur in zwei Punkten geschnitten werden. 

Ziehi man durch einen Punkt P außerhalb der Fläche eine Sekante s, 
die die Flaclie in A und B schneidet, so entsteht sofort die Frage nach 
dem geometrischen Ort für den vierten har- 
monischen Punkt SU P, A und B (Fig. 517). 
Um diesen zu ermitteln, lege man durch 
P eine beliebige Scbnittebene und be- 
stimme mit Beaug auf die Schnittkurve 
iie Polare j) zu P; sodanu lege man duroh 
•■ eine zweite Schnittebene und bestimme 
auch mit Bezug auf diese Schnittkurve 
zu P die Polare p'. Ist dann S der 
Schnittpunkt von p und s, so ist 8 der 
vierte hai-monische Punkt zu P, A und B 
und muß daher auch auf p' liegen, p und p' müssen sich daher schnei- 
den. Ebenso müssen sich alle weiteren Polaren zu P schneiden, die 
man durch andere und andere, durch den Punkt P gehende Schnitt- 
ebenen erhält. Alle Polaren zu P bestimmen somit eine Ebene %, die die 
Polarebene zu P mit Bezug auf die Fläche zweiter Ordnung heißt. 

Liegt der Punkt P innerhalb der Fläche, so ergibt sich in ähnlicher 
Weise als geometrischer Ort für den vierten harmonischen Punkt zu 
P, A und B, wo A und B wieder die Schnittpunkte irgendeiner durch 
P gehenden Sekante der Fläche aind, wieder eine Ebene, die endlich, 
wenn P auf der Fläche selbst liegt, in die Tangentialebene in diesem 
Punkte übergeht, welche von der Gesamtheit aller durch P an die verschie- 
denen Schnittkurven gelegten Tangenten gebildet wird. 

Läßt man eine durch P — außerhalb der Fläche — - gezogene Sekante da- 
durch zur Tangente werden, daß man ihre Schnittpunkte A und B zu- 
sammenfallen läßt, so ergibt sich, daß der Berührungspunkt in der Polar- 
ebene SU P liegen muß. Läßt man die durch P gehende Tangente an 
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der Fläche eatlang gleiten, so daß dieselbe den Mantel eines Beruhrtmgs- 
hegels beschreibt, so müssen alle Berührungspunkte in der Polarebene zu 
P liegen Die Berührungskurve des Kegels ist also identisch mit der Schnitt- 
hur e de} Volar be> e si also e n Kegelschnitt (Fig. 518). 

L egt ein P nkfc 1 n e ner Lbeae jt, so geht die Polarebene p zu 
.R d rrh leii f 1 J 7 tt und msjekehrt: geht eine Ebene p durch 




einen Punkt P, so liegt der Pol P zu {> in der Polarebene :t zu P 
(Fig, 519); bewegt sich also ein Punkt P in einer Ebene p, so dreht 
sich die Polarebene % iu P um den Pol P zu p; und umgekehrt: dreht 
sieh eine Ebene q um einen Punkt P, so bewegt sich der Pol P zu p in der 
Polarebene 7t zu P. Dreht sich demnach ir um zwei Punkte, d. h. also u 




Gerade, so bewegt sich ihr Pol P gleichzeitig in zwei Ebenen, d. h. in der 
Schnittgeraden derselben. Bewegt sich umgekehrt P auf der Schnitt- 
geraden zweier Ebenen, so dreht sich seine Polarebene Ji um zwei Punkte, 
d. h. um deren Verbindungslinie. Von swei Oeraden p und p', die ein- 
ander in dieser Weise zugeordnet sind, heißt jede die Polare der anderen. 
Dieselben hohen demnach die folgenden Eigenschaften: 

1. Für jeden Punkt auf p geht die Polarebene durch p' und umge- 
kehrt. 

2. Irgendeine Sekante, die p und p' in P und P' sehneidet, wird von 
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der Fläche in A und S so geschnUien, daß A, B, P wnd P' vier harmo- 
nische Punkte sind (Pig. 520). 

3. Legt man durch p' eine heU^ge Schnittebene, so liegt der Pol su 
p mit Bezug auf die Schnittkurve auf p (Fig. 521). 

150. Das Bcziprozitiitsgesetz des Baumes. Im vorigen Para- 
graphen ist durch eine Fläche zweiter Ordnung jedem Punkte eine 
Ebene, jeder Geraden wieder eine Gerade und jeder Ebene ein Punkt 
zugeordnet worden. Dadurch läßt sich zu jeder raumlichen Konfiguiation 
aus Punkten, Geraden und Ebenen eine andeie au^ Ebenen, Geraden 
und Punkten herstellen. Zwei Konfigurationen, die m dieser Weise duiüh 
Vei-mittlung einer Fläche zweiter Ordnung zueinander in Beziehung 
stehen, heißen reziprok. Durch diese reziprole Beziehung la'^en sich alle 
Eigenschaften de^ Lage einer räumlichen Konfiguiahon auf eine amJere 
derart übertragen, daß, wenn in der einen zwei Punkte auf emei Getaden 
liegen, in der anderen zwei Geraden durch einen Punkt gehen; liegen 
drei Punkte in einer Ebene, so schneiden sich in der reziproken Kon- 
figuration drei Ebenen in einem Punkte; die Verbindungslinie zweier 
Punkte wird zur Schnittgeraden zweier Ebenen, und endlich der Verbin- 
duagsebene zweier paralleler Geraden entspricht die Schnittgerade zweier 
Ebenen. 

Wendet man dieses räumliche Bezipro zitätsgesetz auf Flächen da- 
durch an, daß man zu jedem Punkte einer Fläche die Polarebene be- 
stimmt, so umhüllen alle diese Ebenen die zur ersten reziproke Flache, 
und jeder Fläche w'"* Ordnung wird eine andere n'"" Klasse zugeordnet. 

161. Mittelpunkt, Durchmesser, Achseo uiidHauptschnitte dei- 
Flächen zweiter Ordnung. Wir wollen die polaren Beziehungen dazu 
benntzen, um wichtige Aufschlüsse über die Gestalt der Flächen zweiter 
Ordnung, namentlich auch über Symmetrieverhaltnisse, zu erhalten. 

Betrachtet man den unendlich fernen Punkt als Pol, so werden die 
durch ihn gehenden Sekanten parallel, und die Polarebene wird durch 
die Mitten der durch die Fläche aus den Sekanten herausgeschnittenen 
Sehnen bestimmt. Eine solche Ebene heißt Biametralebene. Sie ist 
identisch mit der Ebene der Berührungakurve, die durch den Berührungs- 
zylinder parallel der Sehnenrichtung bestimmt wird (Fig. 522). Jede 
Diametralebene heißt den Sehnen honjugiert, die sie halbiert. Alle Dia- 
metralebenen gehen durch einen Punkt 0, der der Pol der unendlich 
fernen Ebene ist. AUe Sehnen, die durch gehen, werden durch diesen 
Punkt halbiert. Alle Schnittkuryen, deren Ebenen durch ihn gehen, haben 
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in ihm ihren Mittelpunkt, er heißt daher der Mittelpunkt der Fläche a 

Ordnung Eine durch den Mittelpurkt gehende Sehne heißt Durchmesser. 

Ruckt eine von zwei Geraden j} und p', von denen jede die Polare 

dei andeien ist, etwa p' ins Unendliche, so werden alle durch p 





gehenden Schnittebenen parallel, und die Polare p zu p' wird durch 
die Mittelpunkte aller aus der Fläche herausgeschnittenen parallelen Kurven 
bestimmt; p wird also Durchmesser (Fig. 523). Der durch seinen Mittel- 
punkt gehende Parallelschnitt ist Diametralehene, und zwar diejenige, 
die zu p konjugiert ist (Fig. 524), denn die Polarebene des unendlich 
fernen Punktes von p muß durch die unendlich ferne 
Gerade p' gehen. Zwischen einer Diametralebene und 
dem zu ihr konjugierten Durchmesser findet also die 
gegenseitige Beziehung statt, daß die Diameiralebetie 
alle mm konjugierten Durchmesser parallelen Sehnen 
halbiert, während der Durchmesser alle zu seiner konju- 
gierten Diametralebene parallelen Schnittlmrven in deren 
Mittelpunkten trifft. 

Läßt man die Sehnittebene so weit binausrücken, 
bis sie Tangentialebene wird, so ergibt sich, daß die 
Berührungspunkte der idden. parallelen Tangentialebenen 
die Endpu/nkte des Durchmessers sind, der zu der den 
Tangentialebenen paraUen Diametralebene konjugiert ist. — Auch liegen die 
Spitzen aller Beriihrungskegel, die die Fläche in einem der Parallelschmtle 
herührett, auf dem konjugierten Durchmesser (Fig. 525); denn würde die 
Spitze nicht auf p liegen, so konnte die Ebene der BerfihrungskurTe 
dieses Kegels auch nicht durch die unendlich ferne Polare p' gehen, also 
nicht einer der Parallelschnitte sein. 
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Drelit mau eine Ebene um einen Durehmesser und bestimmt für 
1 1 ^5 hn ttk ye den zu diesem konjugierten Durcliaiesaer, so liegen 
alle d ese aut der Diametralebene, die zu dem Durchmesser konjugiert 
st u 1 n g d eht wurde (Fig. 526), denn jeder konjugierte Durch- 
esiier n 1er Diametral ebene ist der geometrische Ort für die Mitten 
le Seh en die parallel zum Drehungsdurehmesser sind. Greift mau in 
de Diametralel ene, die zu einem Durchmesser a konjugiert ist, zwei 
unter b ch konj i.^ erte Durchmesser 6 und c willkürlich heraus, so bilden 
a b und en Tripel konjugierter Durchmesser (Pig. 527). Von Omen 
sf je le lo jug erf eu der Ebene der beiden, anderen,; denn wenn « zur 
Ebene von b und c konjugiert ist, und b zu c, so halbiert die Ebene durch 
(T de lUe Sehn n parallel zu b. — Zu je zwei konjugierten Durchmessern 
t ein \ tter e n leutig bestimmt. — Die drei durch ein Tripel konjugierter 




Durchmesser bestimmten Diamdralebenen heißen gleichfalls konjugiert. Durch 
je zwei ist die dritte eindeutig bestimmt. 

Hat man drei konjugierte Diametral ebenen und legt einen beliebigen 
Parallelschnitt zu einer derselben, so schneiden die beiden anderen aus 
der Schnittkurve zwei konjugierte Durchmesser heraus (Fig. 527). In zwei 
Parallelschnitten sind also sämtliche Paare konjugierter Durchmesser 
parallel. Daraus folgt, daß FarallelschniUe einer Fläche sweiter Ordnung 
äknliehe imd ähnlich liegende Kurven sind. Zwei ebene Figuren sind 
nämlich dann ähnlich, wenn die Verbind ungalimen entsprechender Punkte 
durch einen Punkt gehen, und entsprechende Geraden parallel sind (Fig. 528), 
Das ist aber bei zwei Parallelschnitten nach dem Gesi^en der Fall, 
wenn raan den einen parallel mit sich selbst und ohne ihn zu drehen 
verrückt, bia er, Mittelpunkt auf Mittelpunkt, in die Ebene des anderen 
fällt. Als entsprechende Geraden sind bei den beiden Kurven die durch 
die beiden Tangenten in entsprechenden Punkten bestimmte Kurvenele- 
mente anzusehen. 
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Damit sinä aber die Flächen zweiter Ordnung charakterisiert als 
Hüclcungsßächen. Sie könne« dadurch erzeugt werden, daß von zwei 
Kegelschnitten mit gemein schaftlieliem Durchmesser der eine sieh ao 
parallel bewegt, daß sich seiji Mittelpunkt auf dem zum gemeinsamen 
Durehmesser konjugierten bewegt. Dabei veräudert er seine Gestalt der- 
art, daß er stets zur Ausgangslage ähnlich und ähnlich liegend — wenn 
auch in yersehiedeneu Ebenen — bleibt, und stets den festen Kegelschnitt, 
der dabei die Rolle einer Loitkurve übernimmt, schneidet. 

Ehe wir auf diese Weise die Terschiedenen Typen der Flächen zweiter 
Ordnung erzeugen, wollen wir, um eventuell das Verfahren möglichst 
zu vereinfachen, vorher noch untersuchen, ob nicht ein Durchmesser 
existiert, der auf seiner konjugierten Diametral- 
ebene senkrecht ateht. Da der Kegelschnitt der 
Diametialebcne zwei aufeinander senkrecht ste- 
hende Achsen besitzt, so würde es dann ein Tri- 
pel von konjugierten 
Dur€hmesse>-n geben, 
von denen jeder auf 
den heiden anderen 
smlirecht steht. Zu 
diesem Zwecke stel- 
len wir die folgende 
Überlegung an. Un- 
ter alleu möglichen Durchmesaern der Fläche wird — wenn überhaupt 
ein endlicher vorhanden ist — einer der kleinste sein. Dieser bildet 
die kleine Achse von allen durch ihn hindurchgehenden SchnitteLIipsen, 
oder die reelle Achse aller Schnitthyperbeln. Dreht man also eine 
Schnittehene um diesen kleinsten Durchmesser (Fig. 529), so bestimmen 
die anderen Achsen der aus der Fläche herausgeschnittenen Kegelachnitte 
die zu ihm konjugierte Diametralebene; und zwar ateht dieselbe auf 
ihm senkrecht, weil die sie bestimmenden Achsen der Schnittkurven 
alle senkrecht auf dem kleinsten Durchmesser der Fläche stehen. Es 
gibt also drei konjugierte Durchmesser, von denen jeder senkrecht auf 
den beiden anderen steht (Fig. 530); dieselben heißen A.chsen der 
Fläche und die durch sie bestimmten Diametralebeneu Hauptschnitte. 
Letztere sind zugleich Symmetralehenen. Jede von ihnen teilt die Fläche 
in zwei symmetrische Hälften; durch alle drei wird dieselbe in acht hm- 
gruente oder symmetrische Oktanten zerlegt. 

Es sei noch bemerkt, daß der Meinste Durchmesser auch gleich Null 
sein kann; dann schneidet eine Ebene, die durch den Mittelpunkt der 
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Fläche geht, diese in zwei sich schneidenden geraden Linien, d. h. die 
Fiäche ist der Kegel zweiter Ordnung. — Der Fall, daß der Mittelpunkt 
ins Unendliche fällt, ist noch besonders zu betrachten. 

152. Erzeugung der Flächen zweiter Ordnung als Rückuugs- 
flilchen. Anknöpfend an die Existenz dreier Hanptschnitte, von denen 
jeder auf den beiden anderen senkrecht steht, kann eine Fläche eweiter 
Ordnung dada/rch als Riickungafläche erzeugt tccrdm, daß ein Kegelschnitt 
und dessen eine Achse als Leiüinien dienen, während ein anderer Kegel- 
scknitt als Erzeugende sich so bewegt, daß seine Ebene iesiändig senkreckt 
eur Achse des ersten ist, daß sein Mittelpunkt auf dieser Achse und zwei 
Sekeitelpimhte auf dem anderen KegelsdmiU gleiten, während seine Form 
sich swar ständig ändert, die eimelnen Lagen aber alle ähnlich und ähn- 
lich liegend sind. — Je nach dem Typus der Leitknrve und der Erzeu- 
genden erhält man verschiedene Typen der Flächen zweiter Ordnung. Es 




sei vorweg bemerkt, daß durch Gleiten eines Kegelschnittes K^ an einem 
anderen K^ dieselbe Fläche entsteht, wie durch Gleiten von K^ an Ki- 

I. Es sei zunächst die Ergeiigende eine FUipse. 

Ist die LeitkurTe 

a) eine Ellipse, so entsteht das Ellipsoid (Fig. 531), 

b) eine Parabel, so entsteht das Pa^aboloid (Fig. 532), 

c) eine Hyperbel mit reeller Achse, so entsteht das zweimantelige Hyper- 
boloid (Fig. 533), 

d) eine Hyperbel mit imaginärer Achse, so entsteht das einmantelige 
Hype^-holoiä (Fig. 534). Zerfällt die Leitkurve 

e) in zwei sich schneidende Geraden, so entsteht der Kegel zweiter Ord- 
nung (Fig. 441). Zerfällt die Leitkurve 

f) in z"ei parallele Gerade, so entsteht der elliptische Zylinder (Fig. 440). 
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Der Kegel erscheint hierbei als Mittelglied oder Übeigangstypus 
zwischen dem ein- und aweiraanteligen Hyperboloid. 

IL Es sei nunmehr die Erzeugende eine Parabel, die man sieh hier 
zweckmäßig als eine Ellipse, wie sie im FaUe I als Erzeugende benutzt 
wurde, vorstellt, — eine Ellipse, bei der eiu Scheitel und der Mittel- 
punkt ins Unendliche fallen. 

Daraus, daS der Mittelpunkt der Erzeugenden ins Unendliche fällt, 
folgt sofort, daß auch die Leitachse der Leitknrve ins Unendliche fallen 
muß. Auch ist zu beachten, daß hier azts den ähnUchm Ellipsen unter 
I jetzt kongruente Parabeln werden, weil der Ahnlichkeitspunkt der Mittel- 
punkt der Km-ve ist, der bei der Parabel ins Unendliche fällt (Fig. 535). 
a) Ist die Leitkurye eine Ellipse, so muß ihre Leitachse, wie eben ge- 
sagt, ins Unendliche fallen, d, h. die Leitkurye muß gleichfalls eine 
Parabel sein. Es entsteht das ParaboMd (Fig. 536). Man könnte 




die unter I b) erzeugte Fläche elliptisches Paraholotd, und die unter 
II a) erzeugte Fläche parabolisches Paraboloid nennen. Beide Flächen 
sind aber von demselben Typus, was daraus heryorgeht, daß die Schnitte 
des parabolischen Paraboloids senkrecht zur Achse der Leitkurye 
wieder Ellipsen sind. 

b) und c) Soll die Leitkurye eine Parabel oder eine Hyperbel mit reeller 
Achse sein, so läßt sich dadurch eine Fläche nicht erzeugen, weil die 
Achse der Parabel, bzw. die reelle Achse der Hyperbel nicht ins Uii- 
endhche fallen kann. 

d) Ist die Leitkurye eine Hyperb'el mit imaginärer Achse, so muß diese 
ins Unendliche fallen, die Hyperbel also zur Parabel werden. Wäh- 
rend aber unter II a) die Achsen der leitenden und der erzeugenden 
Parabel nach derselben Seite gerichtet sind (Fig. 537), ist jetzt die 
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Achse der Erzeugenden entgegengesetzt der Achse der Leitparabel 
gerichtet (Fig. 538). Man erhält ein Pardbohid, das aber kerne cUip- 
tischen Sclmitte besitzt, also einea anderen Typus als das unter I h) 
und n a) erzeugte darstellt (Fig. 539). Man nnterscheidet die beiden 
Typen als elliptisches und hyperbolisches Pardbohid. 




e) und f) Zerfällt die Leitkurve in zwei gerade Linien, so muß eine von 
diesen ins Unendliche fallen. Man erhält den parabolischen Zylinder 
(Fig. 442). 
in. Ist endlieh die Erzeugende eine Hyperbel, so erhält man keine 

neuen Typen der Flächen zweiter Ordnung, 





a) Ist die Leitkurve eine Ellipse, so erhält man das einmanielige Hyper- 
boloid (Fig. 540), 

b) eine Parabel, so erhält man das hyperbolische Paraboloid (Fig. 541), 

c) eine Hyperbel mit reeller Achse, so entsteht das zweimamtelige Syper- 
bohid (Fig. 542). 

d) eine Hyperbel mit imaginärer Achse, so entsteht das einmantelige 
Hyperboloid (Fig. 543). Zerfällt die Leitkurve 

e) in zwei sich schneidende Gerade, so wird der Kegd zweiter Ordnung 
erzeugt (Fig. 544). 
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f) Nur wenn die Leitkurve in zwei parallele Geraden zerfällt, ergibt sich 
ein nener Typns des Zylinders, der hyperbolische Zylinder (Fig. 443). 




IV. Zerfällt der erzeugende Kegelschnitt endlich in mvei gerade Linien, 
so kann eine Fläche nur dann erzeugt werden, wenn die Leitkurve gleich- 
falls zerfällt. Die Fläche zweiter Ordnung zerfällt dann ebenfalls in 
zwei Flächen erster Ordnung, d. h. in stvei Mienen (Fig. 545). 



153. Ziisammcnsetziiiig der Flüclien zweiter Ordnung aus 
Punkten elliptischer, paraliolisclier uud liyperUolischer Krümmung. 

Die einzelnen Typen der Fläcben zweiter Ordnung erhält man auch da- 
durch, daß man dieselben zusammensetzt aus Punkten elliptischer, para- 
holiseher and hyperbolischer Krünimung. Dabei ist es von vornherein 
klar, daß auf einer und derselben Fläche nicht gleichzeitig elliptische und 
hyperbolische Punkte existieren können, weil sonst eine Trennungslinie 
parabolischen Charakters vorhanden sein müßte, in deren Punkten die 
Tangentialebene von der Fläche in einer Kurve mit Itückkehrpunkt ge- 
schnitten werden würde. Eine Kurve zweiter Ordnung mit Rückkehr- 
punkt gibt es aber nicht. Es sind also nur drd Gattungen von Flächen 
riiöglich, nämlich I. Flächen mit clltpÜschen Funhten, II. mit hyper- 
bolischen und III. mit parabolischen Punkten. 

Innerhalb jeder dieser drei Gattungen unterscheiden sich die einzelnen 
Typen noch durch ihr Verhalten im Unendlichen. Die Fläche kann näm- 
lich von der unendlich fernen Ebene a) nicht geschnitten, b) berührt 
und c) geschnitten werden, 

I. Flächen zweiter Ordnung elliptische}- KrUmnnmg. 
a) Schneidet die unendlich ferne Ebene nicht, so erhält man das El- 
lipsoid, 
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b) berührt sie, so erhält man daa elliptische Parahohid, und man erhält 

c) das sweimamtelige Hyperboloid, wenn die unpndlioh ferne Ebene die 
Fläche sehneidet. 

IL Mächen zweiter Ordnung hyperboli'^ hn Kiiimmuny 

a) Flächen, die nur Puniite hyperbolisehei Krümmung besityen, müssen 
unter allen Umständen auch unendlich ferne Punkte besitzen; daher gibt 
es keinen Typus der Flächen zweiter Ordnung hyperbolischer Krümmung, 
der von der unendlich fernen Ebene nicht geschnitten wird. 

b) Berührt die unendlich fei-ne Ebene die Fläche, so erhält man das 
hyperbolische F<wah6loid, und wenn 

c) die unendlich ferne Ebene he Flicle s hnei iet ^o t 'iie tin i 
manteliges Hyperboloid 

III. Flächen zweiter OrAoans^ } ay abohtiiJte) Kttmmttti/ 
Die einzige Flache parabolischen Charakteis ist der Kegel zueiter 
Ordnung. Diese geht dann m en en Zylinder über, wenn seme Spit/e 
im Unendlichen bogt imd /war ist es em dhphtt Mr Zi/hMler, wenn die 
unendlich ferne Ebene ihn nicht lange einer Mantellinmie schnellet ein 
pa/rdbolischer ZyUnde} wenn die nnendlRh lerne Ebene ihn Imgs einer 
Mantellinie berührt, und endlich ein Iti/pethohschet Zifhndei wem 1 e 
unendlich ferne Ebene ihn m einer Mdntellinie achneidet 

Bei der Unters chei dun ^f der beiden Paiaboloide durch den Zusatz 
elliptisches, bzw. hyj erbol aches kommt demnach gleichzeitig die Krum 
mung der Fläche zum Ausdruck Aus demselben Grunde will dab zuet 
mantelige Hyperboloid au h ilhptisdiei d is e nmnntdtfie hfpetbcliii'lie'! 
Hyperboloid genamiif 

154r. Das Ellipsoiä. Da das EUipsoid von der unendlich fernen 
Ebene weder berührt noch geschnitten wird, so besitzt es nur elliptische 
Schnitte. Alle Durchmesser und Achsen sind daher reell. Dasselbe gilt 
auch von den drei elUptiscken Hauptschnitten, von denen je zwei eine 
Achse gemeinsam haben. Die Achsen unterscheidet man als große, mitt- 
lere und Meine Achse und bezeichnet ihre halben Längen mit a, b und c. 
Ihre sechs Endpunkte heißen ScheitelpunMe. 

Ist die Ei-zeugende ein Kreis, so heißt die Fläche BotoMonselUpsoid. 
Dasselbe kann auch durch Drehung einer Ellipse um eine ihrer Achsen 
erzeugt werden. Erfolgt die Rotation um die kleine Achse, so heißt die 
Fläche abgeplatietes —, erfolgt sie um die große Achse ~ gestrecMes Rotations- 
ellipsoid. In einem Rotationsellipsoid sind zwei Achsen einander gleich; 
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ihre Lage dagegen iiinertalb des kreisförmigen Haupt Schnittes ist unb&- 
Btimuit, Das gestreckte Rotationsellipsoid besitzt gtvei Brennpunkte, die 
von säjntlielien Brennpunkten der SchnittellipseUj die durch die große 
Achfie gehen, gebildet werden. Beim abgeplatteten Rotationsellipsoid 
beschreiben die Brennpunkte der rotierenden Ellipse einen Brennkreis. 
Im ersten Falle ist die Abstandssumme aller FlÜcheupunkte von den 
beiden Brennpunkten konstant. Beim abgeplatteten Rotationsellipsoid 
bestimmt der Brennkreis die Brennpunkte für alle durch den Mittel- 
punkt hindurchgehenden Schnittellipsen. 

Das allgemeine Ellipsoid kann aus dem Rotationsellipsoid dadurch 
entstanden gedacht werden, daß alle Kreis ordinaten bestimmter Richtung 
proportional Terkürzt oder verlängert worden sind. 

Wird nicht nur die Erzeugende, sondern auch die Leitkurve ein 
Kreis, so entsteht die Kugel. Bei dieser sind demnach alle Achsen ein- 
ander gleich, ihrer Lage nach jedoch unbestimmt. Irgend drei aufeinander 
senkrecht stehende Durchmesser können als Achsen angesehen werden 
Aus der Kugel geht das RotaticnseHipsoid durch proportionale Verkür- 
zung oder Verlängerung der vertikalen Ordinaten hervor. Da aus diesem, 
wie angegeben, das allgemeine Eliipsoid erzeugt werden kann, so sind 
sämäkke Formen des Mh'psoids durch suhsessiven Übergang aus der Kugel 
mi ersmgm. 

Das allgemeine Eliipsoid kann auch direkt durch Bewegung eines 
Kreises erzeugt werden. Es existieren nämlich bei jedem Eliipsoid 
swei Systeme paralleler Kreisscimitte. Zu diesen gelangt man durch fol- 
gende "Überlegung: Dreht man eine beliebige durch die mittlere Achse 
gehende Schnittebene um diese, so bleibt sie aus Symmetriegründen für 
alle herausgeschnittenen Ellipsen Achse. Die anderen Achsen deraelben 
sind bald größer, bald kleiner als die mittlere Achse, je nachdem die 
Schnittebene in der Nähe der gi-oßen oder der kleinen Achse verläuft. 
Es muß also eine Lage der Schnittebene geben, für welche die zweite 
Achse gleich dei mittleren des EUipsoids ist. Die Schnittkurve ist dann , 
ein Kreis, und da alle Parallelsehn itte iihnlieh sind, sind dieselben alie 
Kreise, deren Mittelpunkte auf dem konjugierten Durehmesser liegen. 
Aus Symmetrie grün den gibt es zwei Kreisscimitte durch den Mittei- 
punkt, die symmetrisch zu den Hauptschnitten liegen und sich in der 
mittleren Achse schneiden. Zu jedem System paralleler Kreissehnitte 
gibt es einen konjugierten Durchmesser; die vier Endpunkte derselben 
bestimmen auf dem durch a und c gehenden Hauptsehnitt vier Punkte, 
die Nabelpunkte heißen. In ihnen hat die Berührungsebene mit dem El- 
iipsoid einen unendlich kleinen Kreis gemeinsam, sie heißen daher 
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auch Kreispunhie. In allen übrigen Fläcbenp unkten hat die Tangential- 
ebene mit der Fläche eine unendlich kleine ElLipse gemein. Die Kon- 
struktion der Kreisschnitte ist dadurch gegeben, daß der Durehmesaer des 
größten Kreises gleich der mittleren Achse des EUipsoids ist. Schlägt man 
also um den Mittelpunkt des durch a uad c gehenden Haupschnittes einen 
Kreis mit i, so ist durch die vier Schnittpunkte 
die Lage der durch den Mittelpunkt gehenden bei- 
den Kreisschnitte bestimmt (Fig. 546). 

Bei einem Rotationsellipsoid fallen beide Sy- 
steme der Kreisschüitte zusammen, damit auch 
die beiden zu ihnen konjugierten Durchmesser, 
so daß auch je zwei Nabelpunkte in die Endpunkte 
der Rotationsachse zusammenfallen. — Bei der 
Kugel ist die Lage der parallelen Kreisschnitte 
unbestimmt geworden, jeder Schnitt ist ein Kreis, 
jeder Flächenpunkt ein Nabelpunkfc. 

Infolge der Existenz paralleler Kreisschnitte 
"kann jedes allgemeine EUipsoid aitch unter Benwtmng eines Kreises als 
Erzeugende entstanden gedacM werden. Der Mittelpunlrt desselben bewegt 
sich dabei auf demjenigen Durehmesser der Leitellipse, der zur Richtung 
der parallelen Kreisebeneu konjugiert ist. 




155. Das elliptisciie Paraboloid. Beim elliptischen Paraboloid 
fällt em SdisitelpimM, c^er auch nur dieser, ins Unendliche, da die un- 
endlich ferne Ebene die Fläche berührt, und da, wenn man die Fläche 
um die Achse, deren Endpunkt im Unendlichen liegt, dreht, keine Schnitt- 
punkte der Fläche mit der unendlich fernen Ebene auftreten dürfen. Da 
der Mittelpunkt der Pol der unendlich fernen Ebene, diese aber Tan- 
gentialebene ist, so fällt auch der Miitelpunld der Fläche ins Unendliche. 
Das elliptische Paraboloid hat daher im Endlichen nur eine Achse, einen 
Scheitelpunkt und zwei parabolische Haupischnitte. Alle Durchmesser 
sind parallel der Achse. Alle Beziehungen zwischen konjugierten Durch- 
messern und Diaraetralebenen bleiben im übrigen bestehen. 

Jeder Schnitt paraUel der Achse schneidet die Flächte in einer Farahel, 
jeder andere, da er keinen unendlich fernen Punkt hat, in einer Ellipse. 
Hyperbolische Schnitte sind nicht möglich, da sonst die Schnittkurve 
von der unendlich fernen Ebene geschnitten werden müßte, AUe par- 
allelen Ellipsenschnitte sind wieder ähnlich, jede Schar parallder Parabel- 
schnitte enthält, wie schon in § 152 erwähnt, koyigruente Parabeln. 

Werden die beiden parabolischen Hauptschnitte kongruent, so heißt 
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die Fläche Kotationsparaholoiä. Dasselbe tann auch durch Rotation eiüer 
Parabel um ihre Achse erzeujut werden. Es besitzt, ähnlich wie das ge- 
streckte Rotatioasellipeoid einen Brennpunlt, außerdem eine Direktrix- 
ehene, die dadaicb entstindtii gedacht werden kann, daß man die Direk- 
trix der Parabel mit dieser gleichzeitig rotieren läßt. Das Rotatione- 
paraboloid erscheint dann als geowebf'Che) Ort für alle Ftinkte, die 
vom B^ennpuiil t und do Dn^tnxebene gletdien Abstand haben. Denkt 
man sich das Innere der Fläche spiegelnd, so werden alle Brennstrahlen 
infolge der gleichen Eigenschaft der rotierenden Parabel parallel der 
Achse reflektiert. Hierauf beruht die Wirkung TOn paraboliscben Brenn- 
spiegeln, parabolischen Reflektoren, Hörrohren usw. 

Aus dem Botationsparaboloid entsteht das allgemeine Paraboloid durch 
propo.rtionale Verkürzung oder Verlängerung der Tertikaien Kreisordinaten. 

Die beiden Systeme paralleler Kreisschnitte, die beim EUipsoid vor- 
handen sind, existieren auch beim Paraboloid. Sie sind parallel den 
großen Achsen der elliptischen Normalschnitte. Ein beliebiger Kreis- 
schnitt hat als Durchmesser die große Achse derjenigen Ellipse, durch 
deren Mittelpunkt er hindurchgeht. Er ist also in ähnlicher Weise wie 
beim Ellipsoid zu konstruieren. Da ^wei NaMpiwkte ins Unendliche 
fallen, liegen im Endlichen nur zwei, und zwar in demjenigen Haupt- 
schnitt, der durch die kleine Achse eines elliptischen Normalschnittes 
hindurchgeht. 

Das allgemeine elliptische Paraboloid kann daher in ähnliclier Weise 
wie das Ellipsoid durch einen Kreis erzeugt tverden. 

156. Das elliptische Hyperl)Oloid. Das elliptische Hyperboloid hat 
einen imagir^ren Hauptschnitt und zwei reelle hyperbolische Hauptschnitie, 
zwei imaginäre und eine reelle Achse, an deren Enden die Fläche zwei 
Scheitel besitzt. 

Da die Fläche Ton der unendlich fernen Ebene geschnitten wird, so 
liegt deren Pol, d. h. der MittelpunU der Fläche, außerhalb derselben. Es ist 
also möglich, von dem Mittelpunkte aus einen Berührungskegel an die 
Fläche zu legen. Die Ebene der Beruhrungskorve "muß wieder die Polar- 
ebene des Mittelpunktes sein; daher liegt dieselbe in der unendlich fernen 
Ebene; die Fläche besitzt also einen asymptotischen Kegel, dessm Spitze 
im Mittelpunkte liegt. Jede Ebene durch den Mittelpunkt sehneidet die 
Fläche imd den asymptotischen Kegel in einer Hyperbel und ihren 
Asymptoten. Zieht man innerhalb einer solchen Ebene eine beliebige 
Sökante, so sind na.ch einem auf S. 18Ö bewiesenen Satze die beiden Stücke 
derselben, die zwischen der Hyperbel und den Asymptoten liegen, ein- 
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ander gleich. Faßt man die Sekante als Schnittlinie der Fläche auf, so 
gilt daher der Satz: die beiden Stücke einer beliebigen Sekante eines eUip- 
tischen Hyperboloids, die swischen der Fläche und ihrem asymptotischen 
Kegel Hegen, sind einander gleich. 

Legt man durch die Fläche und ihren asymptotischen Kegel einen 
ganz beliebigen ebenen Schnitt, so entstehen zwei Schnittknrven. Nach 
dem soeben angegebenen Satze sind die Stücke je einer von 
mehreren parallelen in der Sehnittebene liegenden Sekanten, 
die zwischen den KuiTen liegen, einander gleich (Fig. 547). 
Daher sind die konjugierten Durchmesser dieser Sekanten 
für beide Kurven identisch. Die Kurven sind also ähn- 
lich und ähnlieh liegend. Man hat somit den Satz: das 
elUptiscke Hyperboloid und sein asymptotischer Kegd werden 
von einer Ebene in mvei ähidiehen und nhalkh liegenden 
Kurven geschnitten. 

Nach diesem Satze sind auch die Typen der beiden Kurven stets 
dieselben, da aber jeder Kegel Ellipsen-, Hyperbel- und Parabelschnitte 
hat, so sind auch bei der Fläche aUe drei Typen ilet Kegelschmüe ah 
Schnittkmxen möglich. Dabei ist es nicht schwer, /«) jede Schmttä)ene 
sofort den Typus der Schnitthwrve anmgeben; man hat nur durch den 
Mittelpunkt der Fläche eine Ebene parallel zu der Sehnittebene zu legen, 
schneidet diese Parallolebene den asymptotischen Kegel nicht, außei in 
seiner Spitze, so ist die Schnittkurve der Fläche eine Ellipse, bernhit 
sie den Kegel längs einer Mantellinie, so ist die Kurve eine Parabel, 
schneidet sie den Kegel, so ist die Kurve eine Hyperbel. 

Werden die beiden reellen hyperbolischen Hauptschnitte kongruent, 
so heißt die Fläche elliptisches Eotationshyperboloid. Dasselbe kann auch 
durch Drehung einer Hyperbel um ihre reelle Achse erzeugt werden. 
Rotieren dabei die Asymptoten auch mit, so beschreiben diese den asym- 
ptotischen Kegel. — Das Itotationsellipsoid besitzt iswei BrennpunMe auf 
der Rotationsachse; die Di/ferens ihrer Abstände von einem bdiebigen 
Flächenpunkte ist konstant. T>as allgemeine elliptische Hyperboloid kann 
durch proportionale Verkürzung oder Verlängerung aller Kreisordinaten 
in bestimmter Richtung aus dem Rotationshyperboloid erzeugt werden. 
Ähnlich wie das elliptische Paraboloid, besitzt auch das Hyperboloid 
swei Systeme paralleler KreisschnUte, die parallel mit der großen Achse 
der elliptischen Normalschnitte, symmetrisch zu den beiden reellen Haupt- 
schnitten liegen. Es existieren daher auf der Fläche auch vier Isabel- 
punkte, die in derjenigen Hauptebene liegen, die durch die kleine Achse 
eines ellifitischen Normalschnittes geht. 



y Google 



JJaa elliptiache Hyperboloid. 



Auch äas allg&meine elliptische Hyperboloid lamn daher durch j 
luUung eines Kreises ais Erzeugende gewonnen i 



157. Kegel und Zylinder zweiter Ordnung. Die Eigenschaften 
Kegels und Zylinders sind bereits besprochen. Beide können als 
« Hyperboloids aufgefaßt werden. Auch swei Systeme 
' Kreisscimitle sind vorhanden. Jede Kegelßäcke zweiter Ordnung, 
■ als Leitkiirve eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel be- 
nutzt wurde, kann daher als schiefer Kreiskegel aufyefaß und durch Be- 
nutsung eines Kreises als Erseitgende gewonnen werden. 

: gilt auch vom elliptischen Zylinder. D^egen besitzt der 
tmd der hyperbolische Zylinder nur parabolische, bzw. hyper- 
bolische Schnitte. 




158. Das hyperbolische Hyperboloid. Bei dem hyperbolischen 
Hyperboloid sind alle drei Hauptschnittc reell, und zwar swei von ihnen 
hyperboliseh, einer eUipiisch\ der letzte heißt auch die Kehlellipse. Zwei 
Achsen sind reell, eine ist imaginär; daher besitzt die 
Fläche vier Scheitelpunkte. 

Da auch diese Fläche von der unendlich fernen 
Ebene geschnitten wird, so muß ihr Mittdpunld außei 
hilb liegen und Spitze eines asymptotischen Kef/els 
sein. Während aber beim elliptischen Hyperboloid 
die Fläche innerhalb des Kegela lag, liegt das hyper 
bolische Hyperboloid ganz außerhalb desselben. Um 
gekehrt dagegen liegt der Kegel bei beiden Hypeibo 
loiden außerhalb der Fläche (Fig. 548). 

Auch hier gilt der Satz: Die beiden Stücke einet 
ieliebigm Sekante, die swischen der Fläche und d ni asympiotiidmi Ä gd 
liegen, sind gleich. Fläche und asymptotischer Kegel neiden auch beim hy- 
perbolischen Hyperboloid in ähnlichen und ähnlich liegenden Aunen ge- 
schnitten. Daher gibt es auch hier Ellipsen-, Parabel- und Hyperhelr 
sdiniife, je nachdem eine durch den Mittelpunkt zur Schnittebene ge- 
legte Parallelebene den Kegel außer der Spitze nicht mehr schneidet, 
diesen längs einer Mantellinie berührt oder ihn schneidet. Zu den 
Hyperbelschnitten gehören auch swai sich schneidettde gerade Linien, wie 
später gezeigt werden wird. 

Werden die beiden hyperbolischen Hauptschnitte kongruent, so 
werden die Kehlellipse und alle Parallelschnitte zu ihr Kreise; die Flä- 
che heißt dann hyperbolisclies Sotationshyperboloid. Dasselbe kann auch 
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durch Drehung einer Hyperbel um ihre imaginäre Achse erzeugt werden, 
deren Asymptoten dabei den asymptotischen Kegel beschreiben, wäh- 
rend ihre Brennpunkte den Brennkreis der lläehe bilden. Das allge- 
meine hyperbolische Hyperboloid kann aus der Rotationsfläche durch 
proportionale Verkürzung oder Verlängerung aller Kreisordinaten in be- 
stimmter Richtung gewonnen werden. 

Wiederum existieren ^wei Spstetne paralleler Kreisschnitfe, die iden- 
tisch mit den Kreiesehnitten des asymptotischen Kegels sind. NabelpitnMe 
dagegen gibt es nicht, da keine Tangentialebene parallel mit den Kreis- 
sehnitten gelegt werden kann. Der konjugierte Durchmesser zu jedem 
eUiptisehen Schnitt ist nämlich imaginäi- und schneidet daher die Flache 
in keinem reellen Punkte. 

Zu jedem Kegel gibt es eine Schar dliptisclier ui%d eine Schar hyper- 
bolischer Hyperboloide, für welche dieser Kegel asymptotischer Kegel ist. 
Alle Flächen werden von einer Ebene in ähnlichen nnd ähnlich liegen- 
den Kurven geschnitten. Die beiden Sjatoiue paralleler Ereisschnitte 
sind für alle Flächen parallel. 




Da das hyperbolische Hyperboloid nur Punkte hyperbolischer Krüm- 
mung hat, so muß jede Tangentialebene der Fläche diese in einer Kurve 
mit Doppelpunkt schneiden, die sich heim parallelen VeiTiicken der 
Tangentialebene nach zwei Seiten hin hyperbelaitig cönet Das ist aber 
nur möglich, wenn die von der Tangentiahbene aus de) Fläche heraus- 
geschniUene Kurve ziveiier Ordnung in swet •^ivh im Berührungspunkte 
schneidende Geraden zerfällt (Fig. 549). Venutkt man die Tangential- 
ebene ein wenig parallel mit sieh selbst, so öffnen ftich zwei Scheitelwinkel 



der Geraden zu einer Hyperbel (Fig. 550); verruckt man dieTangentia 
nach der anderen Seite ein wenig, so öffnen sich die beiden ; 
von den Geraden gebildeten Scheitelwinkel zu einer Hyperbel (Fig 

Die beiden von einer Tangentialebene aus einer Fläche ; 
Geraden sind identisch mit den beiden Haupttangenten des Berühnings- 
punHes. Der Krümmungsradius für einen Schnitt, der durch eine dieser 



ialebene 
anderen 
;. 551). 
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Geraden und die Normale im Berührungspunkte geht, ist also unend- 
lich groß. 

Da in jedem Pimkte der Fläche durch die Tangentialebene zwei ge- 
rade Linien, die ganz auf der Fläche liegen, bestimmt werden, so gibt 
es auf der Fläche gwei Scharen gerader Linien, die in ihrer Gesamt- 
heit die Flät^ hildmi und Mantdlinien heißen. Um eine Vorstellung 
vom gegenseitigen Verhalten dieser beiden Scharen von ManteUinien zu er- 
langen, denke man sich zunächst ein ßotationshyperboloid. Für dieses 
kann jede Kuive semei Obeifläthe nachträglich als Erzeugende eingesetzt 
werden. Wählt man also als Erzeugende eine der durch einen Punkt A 
gehenden beiden Geraden m, so bildet diese in, den verschiedenen Lagen, 
die sie bei dei Rotation einnimmt, die eine Schar der ManteUinien. Die 
andere Schar wird duieh die andere durch A 
gehende Gerade n duich Rotation gebildet. 
Jede Gerade w ist zu ^edei anderen Geraden m 
windschief; dagegen ei.Imeidet jede Gerade m 
jede Gerade « (Fig. 552). Läßt man nunmehr 
das Kotationshyperboloid durch proportionale 
Verkürzung der Kreisordinaten in einer be- 
stimmten Richtung in das allgemeine übergehen, 
so wird dabei aus jeder Geraden wieder eine 
Gerade, und in dem gegenseitigen Verhalten 
der beiden Scharen von Mautellinieu ändert sich 
nichts. Umgekehrt ist jede Ebene, die durch ' 
eine Gerade m und eine Gerade n geht, Tangential- 
ebene, deren Berührungspunkt im Schnittpunkt von 
Legt man eine beliebige Ebene durch eine Gerade i 
Fläche in einer Geraden n schneiden; denn wenn ein Teil einer Kurve 
zweiter Oi'dnung geradlinig ist, so zerfällt dieselbe in zwei gerade 
Linien; der Eestteil der Kurve muß also gleichfalls geradlinig sein. Da- 
her ist jede Ebene, die durch eine Gerade m geht, eine Tangentiald^ene. 
Dreht man eine solche um eine Gerade m, so rückt der Berühmngspunkt 
auf dieser fort, und eine Gerade n nach der anderen fällt m die Tan- 
gentialebene hinein. 

Legt man von einem beliebigen Punkte aus einen Beruh rungskegel 
an das Hyperboloid, so berührt jede Tangentialebene des Kegels auch 
die Fläche. Es gehen also durch den Berührungspunkt drei gerade 
Linien (Fig. 553). Liegt daher der Berührungspunkt im Unendlichen, 
und ist der Berührungskegel der asymptotische Kegel, so werden diese 
drei Geraden parallel Daraus folgt, daß su jeder Geraden m eine par- 




m und m liegt. 
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aUeU Gerade n und eine pmalläe McmteUinte des asymptotischen Kegels 
existiert (Fig. 554). Odei Du dmih den Mittdpunit dei Flache gehenden 
Geraden, die parallel zu den Geraden m und n gehen hilden den asym 
ptoHschen Kegel. Oder: Die Ebenen, dte dinch je mvei paralleh Mantd 
Urnen gehen, bsio. durch eine Mantdltnie und den MititJpunkt, umhuüen 
den asymptotischen Kegel Je !e Ebeiip die Piner solt hi n Eb nc [ni dkl 




ist, schneidet die Fläche in einer Parabel; daher sind auch je zwei par- 
allele Mfiutellinien als Parabel aufzufassen, welche die unendlieb ferne 
Gerade Yon beiden Seiten mit beiden Scheiteln berührt (Fig. 555)- 

Das hyperbolische Hyperboloid gehört nach dem Gesagten auch zu, 
der Familie der windschiefen Segelflächen. Die für die Technik äußerst 
wichtigen Eigenschaften desselben sollen erst im Zusammenhang mit 
dieser — im XXI. Kapitel — besprochen werden. Dasselbe gilt auch 
für das nachfolgende hyperbolische Paraboloid. 

159. Bas hyperbolische Paraboloid. Läßt man die Kehlellipse 
des hyperbolischen Hyperboloids durch Hinausrücken eines ihrer Scheitel 
ins Unendliche zur Parabel werden, so entsteht aus dem Hyperboloid das 
Paraboloid (Fig. 556). Dabei fällt sowohl die Ellipsen-, als auch die Hyperbel- 
tangente des Punktes Ä ins Unendliche und damit die ganze Tangential- 
ebene dieses Punktes, also auch die beiden Mantellinien m und n, die 
durch ihn hindurchgehen. Die unendlich ferne Ebene schneidet somit 
das hjperholisehe Paraboloid in zwei geraden Linien, während sie das 
Hyperboloid in einer Kurve schneidet. 

Da auch der Mittelpunkt der Kehlellipse ins Unendliche fallt, so 
liegen der Mittelpunkt und zwei Achsen des Puraboloids im Unendlichen. 
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Die Fläche besitzt also im Endlichen nur eine Achse mit einem SciieUel- 
punki und ewei parabolische Hauptschniüe. 

Alle Durchmesser sind parallel der Achse. Unter Berückaichtigung 
dieser Lage der Durchmesser bleiben im Übrigen die Eigenschaften der 
konjagierten Durchmesser und Ebenen bestehen. 

Das hyperbolische Paraboloid hat keine elliptischen, daher auch keine 
Kreis-Schnitte. Im allgemeinen sind die ebenmi Schnitte der Fläche Sy- 
perhdn; nur wenn die Schnittebene parallel der Achse ist, schneidet sie die 
Fläche in einer Farahel. Aus den iihnliehen Hyperbeln paralleler 
Schnitte werden kongruente Parabeln. 




Eine rotatorische Form existiert nicht; ähnlich jedoch, wie die 
gleichseitige Hyperbel ein Analogon zur rotatorischen Form der Ellipse 
- — zam Kreise.— bildet, so ist das gleicliseitige Paraboloid, in dem 
die beiden parabolischen Hauptschnitte kongruent sind, ein Analogon 
zum Rotationsellipsoid, 

Die beiden Scharen von MantelUnien, die auf dem Hyperboloid 
existieren, sind auch auf dem Paraboloid vorhanden. Eine Gerade von 
jeder Schar liegt jedoch im Unendlichen. Da jede Gerade n, die im Un- 
endlichen liegende Gerade m^ schneidet, so sind alle durch m^ und durch die 
einzelnen n gelegten Ebenen parallel. AMe Geraden n sind daher einer 
Riehtungsebene parallel. Ebenso sind auch alle Geraden m einer Eich- 
tangsebene parallel. Da m^ durch den unendlich fernen Punkt der Achse 
geht, so sind die beiden SicMungsebenen parallel der Achse. Projiziert 
man daher die Fläche orthogonal auf eine Ebene senkrecht zur Achse, 
so sind die Projektionen aller Geraden m und ebenso diejenigen der Geraden n 
unter sich parallel (Fig. 584). Zwei Richtungsebenen können durch zwei 
beliebige Mantellinien, die durch einen Punkt gehen, bestimmt werden, 
z, B. durch die beiden Mantellinien des Scheitelpunktes (Fig. Ö57). Bie 
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t sind außerdem parallel den Asymptoten eines senkrecht mtr 
Achse geführten Hj/perhelschnittes. 

Da jeder Schnitt durch die Achse die Fläche in einer Parabel 
schneidet, so muß auch jede Mantelliaie als Parabel aufgefaßt werden; 
zu jeder dieser Parabela gehört noch eine unendlich ferne Gerade. Von 
den beiden parallelen Mantellinien des Hyperboloids ist eine ins Unend- 
liche gefallen. 

160. Die konstruktive Behandlung der Kückungsflächen zweiter 
Ordnung. Die Iconstruktive Behandlung der Bückungsßäehen stveiter Ord- 
nung schließt sich eng an dt^enige der 
Rotationsfläehen an, nur treten statt der 
FaraUeUcreise hier überall Kegelschnitte 
auf, die unier sidi aknlich, oder, wenn 
es Parabeln sind, kongruent sind. DieKoii- 
struMionen bleS)m im übrigen dieselben. 





Wenn irgendniogliuh vermeidet ni in ls jedoth, die^e horizontalen 
Kegelschnitte zu zeichneu, und lat bestrebt, die K fistrulfton so su qe- 
staUen, daß nm der svhon gezeichnete limuß dabei benutzt und Ist ? B, 
die Hoiizontalprojektion emea Punktes auf einem Ellipsoid gegeben und 
die zugeboiige Vertikalprojektion gesucht 10 kann man unter Benut7ung 
des AJmlichkett'tpunkteö das Zeichnen der dmih den gegebeneu Puukt 
gehenden horizontalen Ellipse auf folgende Weise umgehen; Man ver- 
binde den Mittelpunkt der Ellipse mit dem gegebenen Punkt und ver- 
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längere d e^e Lime bis zui Umfangsellipse (Fig o58), diesen Punkt Ter 
binde man mit dem Lndpunkt dei großen Aüli?e dei UmfingseUipse 
und zielie duich den „egebenen Punkt eine Paiallele zu dies<-r Verbm 
dung-iliuie Diese bestimmt auf dei großen Äcbse den Scheitelpunkt der 
dui:"!! dtn gegebenen Punkt gehenden bonzontalen Ellipse Lotet man 
diesen hmauf luf ikn veitikilen Umriß des Ellip'^oids so eihalt man 
damit die sich ils jferide Lmie projiziereudf borizontak Ellipse, die 
diith den gegebenen Punkt geht, aut sie ist defstu Hoiiznntaiprojektion 
dinn noi-h binaufzuloten 

Ist um^ekehit die Yertikalpinjektion eines Punkt ps gegcbtn nml die 
Hjii^ontalpojpktion ge&uiht «o kmn mm en n taumluhen ■iltnlicMtih 




punki bemit2en(Fig. 559). Zu diesem Zwecke verbindet man in der Vertikalpro- 
jektion die Endpunkte der großen Achsen der horizontalen ümrißellipse 
und derjenigen Ellipse, die durch den gegebenen Punkt geht; beide El- 
lipsen stellen sich als horizontale gerade Linien dar. Die Verlängerung 
dieser Verbindungelinie bestimmt auf der Achse des Elüpsoids den räum- 
Heben Ähnlichkeifcspunkt der beiden EUipsen; Toa ihm ziehe man durch 
den gegebenen Punkt eine Linie bis zu der geradlinigen Vertikalprojek- 
tion der horizontalen Umfangsellipse, lote diesen Schnittpunkt hinunter in 
die Horizontalebene und verbinde ihn dort mit dem Mittelpunkt der Ellipse. 
Auf diese Verbindungslinie hat man dann die gebene Vertikalprojektion 
des Punktes noch hernnterzuloten. 

Ist die Erzeugende eine Parabel und daher in allen Lagen sich seUist 
Izongrumt, so können dieselben beiden Aufgaben durch Parallelverrückung 
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der durch den gegebenen Punkt gehenden Parabel in den Hauptschnitt 
hinein gelöst werden (Fig. 560 und 561). 

Um in einem gegebenen Punkte die Tangentialebene zu bestimmen, 
benutzt man wie bei den Rotationsflächen einen Hilfskegel, der die Fläche 
in der durch den gegebenen Punkt gehenden Erzeugenden berührt. 
Durch die Horizontalspur der Mantellinie, die durch den gegebenen 
Punkt geht, muß die Horizontalspur der Tangentialebene gehen; sie 
muß aber außerdem parallel sein zu der Taugente an dem horizontalen 
Hauptschnitt in dessen Schnittpunkt mit der Kegelmantellinie. Gleich- 




falls parallel zu dieser Tangente ist die Tangente im gegebenen Punkte 
an die Erzeugende, die durch ihn geht. Die Vertikalspur dieser Tan- 
gente bestimmt die Vertikalspur der Tangentialebene (Fig. 562). 

Ist die Erzeugende eine sich Jcongnient bleibende Parabel, so benutzt 
man statt des Kegels einen Zylinder; im übrigen bleibt die Konstruktion 
dieselbe (Fig. 563). 

Um endlich einen BerührungsJcegel von einem Funkte A aus an eine 
Fläche zweiter Ordnung zu legen, verfährt man wiederum genau so wie 
bei Rotationsflächen. Man denke sieh znr Bestimmung zweier Punkte der 
Eerührungskurve einen beliebigen Hilfskegei, der die Fläche liings einer 
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1 berührt, und der 
durch eine zunächst beliebige 
horizontale Ebene begrenzt 
wird. Bestimmt man den 
Schnittpunkt der Verbin- 
dungslinie der Spitze des 
Kegels mit dem Punkte Ä 
und dieser Ebene und legt 
von diesem Schnittpunkte aus 
die beiden Tangenten an die 
iirnndkurve des Hilfakegels, 
so bestimmen die beiden Be- 
rührungspunkte zwei Mantel- 
linien und diese medenim 
auf der Erzeugenden, in wel- 
■cher der Hilfskegel die Flä- 
che berührt, zwei Punkte der 
gesuchten Berührungskurve. Bei dieser Konstruktion kann das Zeichnen 
der GfrundkurTe des Hilfskegels dadurch umgangen werden, daß mau 
den Hiifskegel so 
iibschneidet, daß 
seine Grundkurve 
identisch mit dem 
horizontalen Um- 
riß der Fläche wird 
(Fig. 564). 

Wenn die Er- 

irfe eine sich 
igruenthlei- 
iende Parabel ist, 
80 tritt an Stelle 
jedes Hilfskegels 
ein Hilfs Zylinder 
(Fig. 565). 

Liegt der 
Punkt A im Un- 
endlichen, 90 wird 
aus dem Berüh- 

ruagskegel ein BerUhrungset/linder und an Stelle der Verbindungslinie des 
Punktes Ä mit der Spitze eines Hilfskegela tritt eine Parallele durch 
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diese zu der Rieh tun gsli nie des Zylinders. Ist die Erzeugende eine 
Parabel, so muß die Riebtung der Tangente an die betreffende horizon- 
tale Parabel, in welcher ein Hilfszylinder die Fläche berührt, in einer 
Nebenfigur bestimmt worden (Fig. 566). 



XIX. KapiteL 

TopograpMsclie Elächen. 

161. Niveaulinien. Während die bisherigen Kückunggfiäehen von 
einer Erzeugenden beschrieben wurden, die sich selbst ähnlieh oder kon- 
gruent blieb, kann d'JS Gesetz, nach welchem sich die Erzeugende, so- 
wohl hinsichtlich ihrer Lage, als auch hinsichtlich ihrer Gestalt ändert, 
ein wesentlich komplizierteres werden. Die Fläche ist dann, wenigstens 
annähei-ungs weise, bestimmt, wenn eine Anzahl einzelner Lagen der Er- 
zeugenden gegeben ist. Ein Beispiel solcher Rüclmngsflächen allgemein- 
ster Art sind die topographischen Flächen. 

Denkt man sich im Gelände alle Punkte von bestimmter Höhe über 
dem Meeresspiegel miteinander verbunden, so entsteht dadurch eine hori- 
zontale Kurve, die NiveauJairve heißt. Denkt man sieb eine Anzahl sol- 
cher Niveaukurven in gleichem Höhcuabstande etwa im Abstände von 
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1 m, im Gelände bestimmt, so ist umgekehrt durch die Gfestalt und die 
Lage dieser Niveaukurven eine Fläche bestimmt, die, abgesehen von 
kleineren Unregelmäßigkeitea, mit der Geländefläche übereinstimmt und 
einer geometri sehen Be- 
handlung zugänglich 
ist. Eine solche durch 
eine Anzahl von Niveau- 
kuiTen gegebene Fläche 
heißt topoß'ophisclie 
Fläche. Die Niveau- 
kurven können dabei 
als einzelne Lagen der 
Erzeugenden aufgefaßt 
werden (Fig. 567). 

Auf einer topogra- 
phischen Fläche gibt es 
drei Arten ausgezeich- 
neter Punkte, nämlich 
Gipfelpunkte, die höher 
als alle ihre benach- 
barten Punkte sind, MuldenpunMe, die tiefer als jeder ihrer benachbarten 
Punkte liegen, und endlich SatielpunHe, in denen zwei Niveaulinien 
gleicher Höhe sich kreuzen. In einem Gipfel- und in einem Mulden- 
punkte ist die Fläche elliptisch, in einem Sattelpunkte hyperbolisch 
gekrümmt. 

162. FuiidamCDtaIaufgal)eii. Die Höhe irgend eines ztvischen ewd 
Niveaulinien liegenden Punktes kann unschwer durch graphische Inter- 
polation bestimmt werden. Zu diesem Zwecke schneide man die Fläche 
durch eine vertikale Ebene, deren Horizontalspur durch die Horizontal- 
projektion des gegebenen Punktes geht und klappe die Ebene dadurch 
um, daß man in den Schnittpunkten der Spur mit den einzelnen Niveau- 
kurven die den letztei'en zukommenden Hohen senkrecht auf der Spur 
anfträgt und ihre Endpunkte durch eine Kurve verbindet, welche die 
Höhe des gegebenen Punktes bestimmt (Fig. 568). 

Um in einem Funläe a; einer Niveaukurve die Tangentialebene su be- 
stimmen, lege man durch x die Tangente an die Niveankurve und senk- 
recht zu dieser eine vertikale Ebene, deren Schnitt mit der Fläche wieder 
durch Umklappen bestimmt wird. Zieht man an die umgeklappte öchnitt- 
kurve in dem umgeklappten Punkte X eine zweite Tangente, so be- 
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stimmt diese mit der Spur der Ebene einen Punkt J", dnrcli den die 
Spur der Tangentialebene senkrectt zu Tx geht. Gleichzeitig hat man 




in dem Winkel 8 den Neigungswinkel des Geländes im Punkte x, und 
wenn man auf TX in X die Senkrechte bis N errichtet, die Flächen- 
normale des Punktes z (Pig- 569). 

SoU von einem Punkte j1 einer Nivpaulmie aus eine Lime Jconsianter 
Neig^inq gegen die Sorizonf-aJehefne 
eingezeichnet werden so steile 
man zunach t ein rechtwinkligen 
Neig mgsdieipck hei dessen eine 
K ith te gleich der Höhendifferenz 
z viei aufpinao 1er folgender Ni- 
veaulinien im benutzten Maßstabe, 
und dessen A^ inkel der dieser Ka- 
tl ete ge^eni beiliegt gleich dem 
verlangten Neigungswinkel ist. 
D e andere Kathete ist dann die 
Honzontalprojektion des konstan- 
ten WegstiSckes zwischen je zwei 
aufeinander folgenden Niveau- 
linien. Man hat also mit dieser 
Kathete einen Kreis um A zu 
schlagen, der die nächste Niveau- 
linie in E trifft. Von B geht 
man in derselben Weise von Ni- 




[^^^ 
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veaulinie zu Niveaulinie weiter und vorbindet sehließlicli die so erhal- 
tenen Punkte (Fig. 570). 

Eine Kurve, die alle Niveaulinien senkrecht sclinddet, hat in jedem 
ihrer Punkte das größtmöglichste Gefälle und ist daher im Gelände eine 
Wasserabftußlinie. Sie beißt Linie stärJcsten Falles. 

163. Anlegung eines horizontalen Weges. Die am häufigsten 
vorkommende Aufgabe bei topographischen Fiächen ist die Konstruktion 
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eines horizontalen Weges in bestimmter Hohe über dem 1 
und die Konstruktion der dazu nötigen Böschungsßächen, die teils durch 
Aufschütten, teils durch Äbtragen entstehen. Um die Begrenzungslinien 
der Böschungsflachen zu bestimmen, zeicbne man zunächst mit Hilfe eines 
vertikalen Schnittes, der senkrecht zur Wegrichtung ist, Niveaulinien der 
Böschungsfläehen, parallel den Wegkanten, in denselben Höhen, in denen 
die in Betracht kommenden Niveaulinien des Geländes gezeichnet sind. 
Jeder Schnittpunkt einer Geländeniveanlinie rait der gleich hohen 
Böschunganiveautinie ist dann ein Punkt der gesuchten Abschlußlturve 
der Böschung (Fig. 571). 



vn. Teil. 

Windschiefe Eegelflächen. 

XX. Kapitel. 

Windschiefe ßegelflächeii im allgemeinen. 

164. Erzeugung der windschiefen Kegel flächen. Wenn sine 
gerade Linie sich nach einem bestimmten Gesetze bewegt, so beschreibt 
sie eine Regelfläehe. Im allgemeinen ist dabei jede Lage der Erzeugen- 
den mit der vorangehenden windschief-, daher heißen die so erzeugten 
Flächen auch windschiefe Segelflächen. Nur in besonderen Fällen schnei- 
den sich zwei unendlich benachbarte Lagen der Erzeugenden; die Fläche 
ist dann eine erdwickelhare Begelfiäche. Sie ist als besonderer Fall der 
dUgemeinm windschiefen Begelßächen anzusehen. Der unendlich kleine 
Abstand zweier aufeinander folgender Erzeugenden oder Mantellinien ist 
bei den entwickelbaren Regelflächen identisch mit Null geworden. 

Das Seivegmtgsgesels, durch welches eine windschiefe Regelfläche 
von einer Geraden erzengt wird, kann von verschiedener Art sein. Das 
allgemeinste schreibt ei/ner Geraden vor, sich so 2m hewegen, daß sie gleich- 
seitig an drei Leitlmrven entlang gleitet. Das Rotationshjperboloid kann 
z. B. dadurch erzeugt werden, daß eine gerade Linie an drei pai-aUelen 
Kreisen, diese ständig berührend, entlang gleitet, wobei det mittlere 
Kreis nicht der größte sein darf (Fig. 572) 

Durch drei Leitkurven ist im allgemeinen eine windschiefe Regelfläehe 
bestimmt. Diejenige Manfellinie, welche durch einen btshmmten Funkt A 
einer £?erJ>jfcree«(7eÄ(, ist als Schnitt zweier Kegel bestimmt, deren Spitzen 
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in A liegen, und von denen jeder eine der beiden anderen LeitkiirTen 
als Grundturve besitzt (Fig. 573). Diese beiden Kegel schneiden sieh 
in mehreren Mantellinien, die im allgemeinen nicht derselben Begelfläche 
angeboren, so daß also durch drei Leitkurven im aUgemeinen mehrere, 
aber immer eine bestimmte Zahl von Be^elflächen bestimmt sind, — 




Ftg. 578. ilg. S73. 

Der dem Punkte Ä benachbarte Punkt als Spitze eines zweiten Paares 
■von Kegeln liefert die zu einei Mantellmit unendiicb nahe liegende nächste 
MantPÜinie 

Jede umäbclnefe lieqelfiuclie Jann auf die anjegfbme Weise erzeugt 
U/erden, ttgend dtei auf tkt liegende Runen lonnen nadtt/rä^lich als Ldt- 
JtUiven angesptochen werden 

Daß Btiei unendlich nahe Lagen der Eizm 
{/enden mndsduef bind, let leicht ersit-htliLh Be 
nutzt man nanilich diei ebene parallele Schnitt 
kurven als LeitkuiTsn, und bestimmt m ]edei der 
selben die duich zwei unendiidi benichbaite Man 
tellmien bestimmte Tangente, so sind die&e wind 
schief (Fig. 574). Würden die beiden Mantellinien 
sich schneiden, SO müßten die drei Tangenten par- 
allel sein, was in besonderen Fällen allerdings der Fall 
sein liann; die Fläche ist eben dann eine entwickel- 
bare Regelfläcbe. Eine solche ist bereits, wie wir gesehen haben, durch 
zwei Leitkurven bestimmt und wird von einer Ebene, die an den Leit- 
kurven, diese berührend, entlang rollt, umhüUt oder von einer Gferaden 
erzeugt, die so an den Kurven entlang gleitet, daß die zusammengehörigen 
Tangenten beider Kurven parallel sind. Ein Kege! kann z. B. unter 
Benutzung zweier Kreise als Leitkurven erzeugt werden (Fig. 575). 
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Statt der Leitkurven können auch Leitflächen, z. B. drei Kugeln, 
auftreten. Die von der Erzeugenden bestimmten Beruh rungaknrveu 
können dann nachträglicli als Leitkurven benutzt werden. Auf die Be- 
atiramung einer gern einsamen Tangente an drei Flächen soll jedoch nicht 
weiter eingegangen werden. 

165. Allgemeine Eigenschaften der windschiefen Begelfläehen. 

Da die Erzeugende einen unendlich fernen Punkt besitzt, so geht auch 
jede Megelfläehe üts Unendliche 

Die Tangenüalebme m emem J^imlde der Fläche kaun bei allen 
Flächen (Fig. hl&j dadurch ermittelt werden, daß man durch den Punkt 




zwei in der Fläche liegende Kurven bestimmt und an diese die Tangenten 
legt. Zweckmäßig wählt man bei den Kegelfiächcn als eine dieser Kur- 
ven die durch den Punkt gehende Mantellinie. 

Da zwei unendlich nahe Mantellinien windschief sind, so ist eine 
Berührung der Tangentialebene längs einer ganzen Mantellinie nicht 
möglich. Daher muß die Tangentialebene, die Fläche schneiden, und 
zwar außer in der ManteRinie noch in einer Kurve (Fig. 577). Die 
Fläche hat demnach nur Funkte hi/perholischer Krümmung. 

Legt man durch verschiedene Punkte einer Mantellinie Parallel- 
sehnitte durch die Fläche, so sind die Tangenten an die einzelnen Schnitt- 
kurven in den betreffenden Punkten der Mantellinie alle zueinander wind- 
schief (Fig. 578). Dreht sich also eine durch eine Man telhnie gehende Ebene 
um diese, so fällt von den Tangenten der parallelen Sehnittkurven eine nach 
der anderen in die Ebene. Jede beliebige Ebene, die durch eine ManteUinie 
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geht, ist somit Tangenticäehene. . Nur der Berührungspunkt ist für die 
einzelnen Lagen ein anderer. Jede durch eine Mantellinie gehende Tan- 
geutialebene schneidet die Eläehe noch in einer anderen Kur^e. Um 
den Berührungspunkt einer Tu/ngeittiale})ene zu bestimmen, muß man außer 
der Mantellinie, durch die sie hindurchgeht, noch diese Schnittkurve be- 
stimmen, indem man die Ebene niit einzelnen weiteren Mantellinien zum 
Schnitt bringt. 

Der Fläche nstreifen zwischen zwei unendlich nahen Mantellinien ist 
ein winäsddefes Flächmdement, von dessen Verdrehuug die Tangenten 
paralleler Sehnittkurven eine Vorstellung geben, und zu dem ein ver- 
schränktes straff gespanntes Gummiband als Veranschaulichung dienen 
kann (Fig. 574). 

Der kürzeste Abstand zwischen je zwei unendlich nahen Mantel- 
linien heißt Mittellinie; durch diese wird das Flächenelement in zwei 
Teile geteilt, die kongruent sind, weil man sie durch Drehung des einen 
um die Mittellinie zur Deckung bringen kann (Kg. 579). Sämt- 
liche Mittellinien bilden auf der Fläche eine Linie, welche StrUi- 
ticnslinie heißt. Der ISehnittpunkt derselben mit einer Mantel- 
linie heißt Zentraipunld derselben. Die Striktionslinie teilt die 
Fläche in zwei Teile, welche weder kongruent noch symme- 
trisch sind. Auch ist die Striktionslinie nicht die kürzeste 
Linie; denn die Mittellinien sind nicht als Elemente der Kurve 
aufzufassen; diese setzt sich vielmehr aus den unendlich kleinen 
Mittellinien zu einer Zickzacklinie zusammen. Die Striktionslinie pig. 579, 
spielt bei den windschiefen Regelflächen eine ähnliche Rolle, wie die 
Rückkehrkurve der entwickelbaren. Geht eine windschiefe Fläclie in eine eni- 
wickelbare über, so wird die Striktionslinie mir Eückkehrkurve. Das wind- 
schiefe Flachenelement nimmt dabei konische Gestalt an, wenn sich zwei 
nnendlah nahe Mantellinien im Endlichen schneiden — zylindrische, 
wenn sie parallel sind Knmidii und sytindnscht FlaehenpUmentt sind 
nho hesondue Falk dts aüqenKmen ii.ttid\chtefen Flachmelemenkb 

Ibt) Die Fnndameutalatifgalje der wiadsdiiefen Begelflachen 

Die Fundamen talaufgaben sind bei den allgemeingn wmdschieten Regfl- 
tiichen wpt igei einfach Schon zui Bebtimmung emei hdiebigen Lnje 
der Manfeihn>e waren zwei Kegel notwendig Auch zur Bestimmung 
dei Tangentialebene in einem Punkte mußte eine Schnittkurve gezeichnet 
und eine Tangente daran gelegt werden und zur Bestimmung des Bt 
] ibrunqsimnl tes einet behebijen Eh m dutrh eine Mantelhnte mußte die 
Schnittkuive dei Ebene mit dei ilache dilurch beatm mt werden 
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daß die Sehnittpunkte der Tangentiiilebene mit einer Reihe von Mantol- 
linien aufgesucht wurden. 

Um die B&fiihrungsh.iroe eines Serührungsl^egels oder -gylindas zu 
bestimmen, hat man eine Schar von Ebenen durch die einzelnen Mantel- 
linien zu legen, die durch die Spitze des Kegels, bzw. parallel den Zy- 
lindermantellinien geben. Für jede dieser Ebenen ist der Berührungs- 
punkt zu bestimmen. Die Berübruugap unkte bilden in ihrer Gesamtheit 
die Berübrungskurve. 

Der Umriß der Fläche ist als UmbüHungskurve der einzelnen Mantel- 
in ien b erzustellen. 

Für die praktische Ausführung der Fundamenialkonstruktiouen bringt 
die spezielle Natur der einzelnen Aufgaben vielfach Vereinfachungen mit 
sich. 

Die windschiefen Regelfläcben finden in der Technik eine wichtige 
Anwendung als L ei bungs flächen von Gewöllien, Brücken, Treppen, Ma- 
schinenteilen, Schrauben usw. Im folgenden sollen nur die technisch 
wichtigsten Formen besprochen werden. 



XXI. Kapitel 

Die windschiefen Eegelfläclieii zweiter Ordnung. 

167. Das hyperbolische Hyperboloid uud Paraholoid als Regel- 
flächen unter Benutzung dreier paralleler Ellipsen, bzw. Parabeln 
als Ijeitkurven. Das hyperbolische Hyper 
boloid und Paraboloid wurden als Rückungs 
flächen bereits besprochen; dabei wurden bei 
beiden Flächen zwei Scharen von Mantel- 
linien entdeckt, die heim Paraboloid schar- 
weise parallel einer Bicbtungsebene waren 
Wir wollen jetzt dieselben Flächen als wind- 
schiefe Regelfiächen erzeugen. Es ist das 
von besonderer Wichtigkeit, weil die wind- 
schiefen Begelflächen zweUer Ordnung die ein- 
fachsten sind, und die Fundamentalaufgaben 
" bei Ttomplieierteren Flächen auf sie zurück- 
geführt werden können. 

Zur Ergeugung des Hyperboloids seien 
die Kehlellipse und zwei kongruente, der 
KehleUipse parallele und ähnliche Ellipsen 
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in gleichen Abständen von der KeUellipsealaLcitkurvea gegeben (Fig. 580), 
Die Beshmmitng einer beliebigen ManteUinie bietet dann keine Schwierigkeit; 
denn di die Kehlellipse in der Horizontalprojektion zugleich Unirißlinie 
ist, bo muß sie von allen ManteUinien berührt werden. — - Der vertikale, 
hyperboli<<che Umriß entsteht durch Umhüllung der einzelnen Mantel- 
linien; die Hyperbel kann aber auch direkt aus ihrer reellen Achse und 
den Asymptoten konstruiert werden; die letzteren sind die beiden Mantel- 
linien, die parallel der Vertikalebene liegen, in der Horizontalebene also 
als Tangente an die Kehlellipse, parallel der Projektionsachse, zu zeichnen 
sind. Diese beiden Mantellinien sind zugleich die Umrißlinien des asym- 
ptotischen Kegels (Fig. 580). .^^ 

Auch in der Horizontalprojektion > >\ 
kann äie Kehlellipse als Umrißlinie durch \ \ \ 
JJtnhiHlung der Manidlinien bestimmt ] [ \ 

werden. Man geht dabei zweckmäßig ^ l |\^ 

vom Rotationshyperboloid aus und von \ \ j' \ 




diesem duith proporti nale Verkürzung der senkrecht zum Grundschnitt 
verlaufenden Kreisordiuaten zum allgemeinen Hyperboloid über (Fig. 581). 

Ist in der Honzontalprojektion ein Tankt der Fläche gegeben und 
soll die Veitikalprojektion des Punktes bestimmt werden, so hat man 
durch die Hiiizontalpiojektion des Punktes eine Mantellinie als Tangente 
an die Kehlelhp'ie zu legen und auf die Vertikalpiojektion der Mantel 
linie den gegebenen Punkt hinaufzuloten (Fig. 580) 

Jtine FnjiKtwn de) Fläche in unsymmetrische) SieUunq kann duieh 
Drehung oder Transformation aus der symmetrischen Stellung erhalten 
werden. Die UmrißeUipse muß dann durch UmhuUany le4rmmi wndtn 
und ist mit der KehleUipse nicht ähnlich (Fig. 582) 
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Die Behandlung des Paräboloids ist genau dieselbe; nur sind als 
LeitkuTTeu drei parallele und kongruente Parabeln in gleichen Abständen 
zu benutzen (Fig. 583 und 584). 

168. Die Regelflächeii zweiter Ordnuug unter ßeuutzung dreier 
Alantellinien derselben Schar als Leitkurveii h/w / \( iei Mintel 
linien und einer KichtungsehenL D j de Mautell n e e ne bchar 
le Regeiflt hen zweier ) d u g lle M ntell en der nderen Scha 
sehne det so können gend d e Ma teil n e d e z selben "^cha ge 
hören d nfolged sen inter a h w ndscl ef se n n ussen nachtraglich 
als L tkurven a gesehen we den E ne Bejelftache e vete d ngk n 
alao au h t ter Be t ti j i ee Gerade ah Leth t ei er etri c den 
Zw s hen d eaen besteht kerne beat mmte Besiä tg außer der daß ste 
te s 1 n iscf tef se ssen Das Hyperbolo d st daher d e em 

f cl ste tr ttu g 1 w n Is h ef n Te^elfl chen 
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Legt man durch jede der drei Leitgeraden eine Ebene parallel zu 
jeder der beiden anderen, so sind dadurch drei Paare paralleler Ebenen 
bestimmt, die ein Paralldepiped bilden (Fig. 585). Drei der Kanten 
desselben sind die drei Leitlinien: drei andere Kanten werden von der 




Erzeug'enden gebildet, in den drei Lagen, in denen sie je einer der drei 
Leitgeraden parallel ist. Daher ist die Diagonale des Parallelepipeds, 
die diese sechs Kanten nicht schneidet, imaginäre Achse des Hyperboloids, 
und der Mittelpunkt der Diagonale der Mittelpunkt der Fläche. — Ist 
das Parallelepiped ein Rhomboeder, 
so ist die Fläche ein Rotationshy- 




Beim Paraboloid sind alle 
Mantellinien einer Schar parallel 
einer Rieh tungs ebene. Sind daher 
die drei L^tgeraden parallel einer 
und derselben lEhene, so ist die Flä- 
che ein Paraboloid (Fig. 586). Ein 
Parallelepiped ist dann nicht möglicli. 
Eine von den drei Leitgeraden kann 
dann auch im Unendlichen ange- 
nommen und durch die Bichtungs- 
ebene ersetz werden. 

Bei der Aiisfühning der Fuvr 
damentalaufgaben für das durch 
drei Leitgeraden gegebene Hyper- 
boloid, bzw. das durch zwei Leit- 
geradeu und eine Ricbtungs ebene gegebene Paraboloid ist eine möglichst 
■zweckmäßige Lage der gegebenen Stücke m den Projektionsebenmt von 
großer Wichtigkeit. 

Beim Hyperboloid sind die Fundamentalkonstruktionon dann am ein- 
fachsten, wenn eine der Leitgeraden senkrecht auf einer Projektionsebene, 



y Google 



Itegelfläclieii zweiter Ordnung, 



303 



etwa der Horizontalebene, steht (Fig. 587). Da alle Erzeugenden diese Leit- 
gerade schneiden, so massen daher bei dieser Lage alle Horizontalprojektio- 
nen der Erzeugenden durch einen Punkt gehen. Dadurch ist zu jeder be- 
liebigen Lage derselben die Vertikalprojektion bestimmt; auch kann, 
wenn von einem Flächenpnnkte die Horizontalprojektion gegeben ist, seine 
Vertikalprojektion dadurch bestimmt werden, daß man den gegebene^ 
Punkt mit der sich als Punkt projizierenden Leitgeraden verbindet 
und die Schnittpunkte der Verbindungslinie mit den beiden anderen 
Leitgeraden auf ihre zugehörigen Vertikalprojektionen hin au flötet. 
Auf der Verbindungs- 
linie der so bestimmten 



beiden Punkte muß 
dann die Vertikalpro- 
jektion des Fläcben- 




Aueh eine bdiebige 
Mantdlinie derjenigen 
Schar, su der die Leit- 
geraden geJwren, ist nicht 
schwer zu ermitteln 
(Fig. 588). Da zu der 
auf der Horizontalebene 
senkrecht stehenden 
Leitgeraden eine Gerade 
der erzeugenden Schar 
parallel ist, so müssen 
auch die Horizontalpro- 
jektionen aller Geraden 
der leitenden Schar 

durch einen Punkt gehen, der bereits durch zwei der gegebenen Leit- 
geraden bestimmt, ist. Die Horizontalprojektion der durch einen gegebe- 
nen Punkt gehenden Mantellinie der Leitschar, ist daher die Verbindungs- 
linie dieses Punktes mit dem Schnittpunkt der beiden schiefen gegebenen 
Leitgeraden. Lotet man die Schnittpunkte dieser Verbindungslinie mit 
zwei beliebigen vorher bestimmten Mantellinien der erzeugenden Schar 
hiuanf auf die zugehörigen Vertikalprojektionen der letzteren, so ist die 
Verbindungslinie der dadurch bestimmten beiden Punkte die Vertikalpro- 
jektion der durch den gegebenen Punkt gehenden Mantellinie der Leit- 
schar; auf sie ist die Horizontalprojektion des gegebenen Punktes hin- 
auf zulöten. 
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Durch die Konstruktion der durch einen Flächenpunkt gehenden 
beiden Mantellinien ist auch die Tangentialebene in diesem Punkte be- 
stimmt. Ihre Spuren gehen durch die gleichnamigen Spuren der beiden 
Manteüinien (Fig. 588). 

In der Horizontal pro jektion werden auf den beiden schiefen gegebenen 
Leitgeraden durch die Schnittpunkte der einzelnen Erzeugenden zweipro- 
je^ve Punkireihen bestimmt. Dieaelben befinden sieh in der Projektion 
in perspektiver Lage, im Ilauma sind allerdings die Projektions strahlen 
windschief, die Abschnitte aber zwischen den einzelnen Punkten sind 
proportional zu ihren Projek- 
tionen. Im Räume sind also 
die beiden Punktreiheu propor- 
tional zu zwei in perspektiver 
Ls^e befindlichen projektiven 
Puaktreihen, 
projektiv. Daher l 
VerhindungsUn 

Twfütte saeier windschiefe!- pro- 
jekHver Punktreihen ein Hyper- 
boloid. In der Ebene wird durch 
zwei projektive Punktreihen eine 
Ellipse oder Hyperbel erzeugt, 
und zwar durch dieselben beiden 
Punktreihen; nur wird im Falle 
der Ellipse die eine der Punkt- 
reihen von den aufeinander fol- 
genden Punkten in umgekehr- 
ter Richtung durchlaufen wie 
im Falle der Hyperbel. Die eine 
Lage dieser Punktreihe kann aber in die andere dadurch übergeführt 
werden, daß man sie aus der Ebene herausdreht und — durch eine wind- 
schiefe Lage zur anderen Punktreihe hindurch — in die andere Lage 
überführt. Dabei geht die erseugte Ellipse durch das Hyperboloid hindurch 
in die Hyperbel über. 

Das durch zwei Leitgerade und eine Richtungsebene bestimmte 
Fa/raboloid befindet sieh dann in der zur Ausführung der Fundamental- 
konstruktionen zweckmäßigsten Stellung zu den Projektionsebenen, wenn 
die Richtungsebene parallel einer Projektionsebene, etwa der Horizontal- 
ebene, ist. Alle Erzeugenden sind bei dieser Stellung parallel der Hori- 
zontalebene, alle ihre Vertikalprojektionen also parallel der Projektions- 
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aclise. Die zusammengehörigen Projektionen eines Flächenpunktes müssen 
daher auf den Projektionen einer Geraden liegen, die horizontal ist und 
beide Leitgeraden schneidet (Fig. 589). 

Auch die durch einen gegehmun Punkt gehende MantelUnie der Leitschar 
ist leicht zu bestimmen (Fig. 590). Eine Ton den horizontalen Mantellinien 
der erzeugenden Schar steht senkrecht auf der Vertikalebene. Da diese 
von allen Mantellinien der Leitschar geschnitten wird, so miissen die 




Vertikalprojektionen iller Mantelliiien dei Leitschar dunh einen Punkt 
gehen; diesei i^t aber bereits duich den Sthnittp mkt der beiden ge 
gebenen Leitgeriden bestimmt Die Veitikalprojektion dei durch einen 
gegebenen Punkt gehenden M mtellinif, dei Leitsohar ist daher die ^ er 
bindungslinie die&es Punktes mit dem Schnittpunkt dei beiden Leitge 
raden. Lotet man die Schnittpunkte die'^ei Veibindnngslmie mit zwei 
beliebigen vorher bestimmten hoiizontikn Mmtellmien der eizeugenden 
Schar herantei auf de 7ugeh)rigeii Hiiizontalpru]ektionen dei letzteren 
80 ist die Vtrhindungslmie der dadurch bestimmten beiden Punkte die 
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Horizoiitalprojekfcion der durch den gegebenen Punkt gehenden Mantel- 
linie der Leitsehar. 

Durch die Projektionen der durch einen Flächenpunkt gehenden 
beiden Mantellinien ist wiederum die Tangetitialehene dieses Punktes be- 
stimmt. Ihre Spuren gehen durch die beiden 
gleichnamigen Spuren der Mantellinieii (Fig. 
590). 

Aus der Vertikalprojektion erkennt man, 
diiß die beiden Leitgeraden von den parallelen 
Erzeugenden in Öknlidien Punktreihen geschnit- 
ten werden. Daher bestimmen die Verbindungs- 
linien erdsprediender Punkte siveier windschiefer 
ähnlicher Piinktreiken ein hyperbolisches Para- 
Fie- &9i. boloid. In der Ebene bestimmten zwei ähnliche 

Puuktreihen eine Parabel. 
Das durch zwei Leitgeraden und eine Richtungaebene bestimmte 
Paraboloid findet in der Technik mannigfache Anwendung bei wind- 
schiefen Dächern — z. B. bei der Konstruktion einea Walmdaches über 






einem Trapez mit horizontaler Firstkante (Fig. 591) ^, bei Fliigelmauern 
— z. B. beim Übergang einer schiefen Böschung su einer vertÜcalen Mmier 
(Fig. 592) — usw. 

169. Das Sehinieguiifi;sIiyperlioloid und Paraboloid. Die im 

vorigen Paragraphen mitgeteilte Konstruktion der Tangentialebene in 
einem Punkte des hyperbolischen Hyperboloids und Paraboloids ist des- 
halb von besonderer Wichtigkeit, weil die Konstruktion der Tangential- 
ebene in einem Punkte jeder anderen windschiefen Regelfläche darauf zuvück- 
führbar ist. ' Schneidet man nämlich eine beliebige windschiefe Regelfläehe 
durch drei beliebige Ebenen, so werden die drei Schnittkurven von der 
durch den Flächenpunkt X gehenden Mantellinie in drei Punkten A, 7>, C 
geschnitten (Fig. 593). Die drei Tangenten haben aber mit den Schnitt- 
kurven noch die unendlich nahen Punkte A', B', C gemein. Diese be- 
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stimmen die zu A, 5, G unendlich nahe Mantellinie ^'B'C. Betrachtet 
man also die drei Tangenten AA, BB' und CO' als Leitlinien eines 
Hyperboloids, so hat dieses mit der gegebenen Fläche Kwei unendlich 
nahe Mantellinien, also das ganze zwischen die- 
sen liegende windschiefe Fläcbeuelement gemein. 
Das Hyperboloid berührt also die gegebene Flä- 
che längs dieses Flächenelementes und heißt da- 
her ein Schmiegungshyperboloid. HinBiebtlich der 
Berühi-ung besteht zwischen einer nicht ent- 
wickelbaren Regelfläche und dem Schmiegunga- 
hyperboloid dieselbe Beziehung M'ie zwiscl 
einer entwickelbaren Fläche und der Tangential- 
ebene. — Jede Ebene durch die gemeinschaft- 
liche Manteliinie der nicht entwickelbaren Fläche 
und des betreffenden Schmieguugshyperboloids ^'^' ^^^' 

ist gemeinschaftliche Tangentialebene beider Flächen in demselben Punkte 
der Mantellinie. 

Durch jede Mantellinie können unendlich viele Schmiegungshyper- 
boloide an die nicht entwickelbare Regelflä che gelegt werden. Die einzelnen 
Formen hängen von den diei Leitgeraden, also von den drei Schnitt- 
kuiTen ab. — Legt man die drei Schnittebenen parallel zu einander, so 
sind die drei Leitgeraden parallel einer Ri ch tu ngs ebene, das Hyperboloid 
wird daher zum Sehmiegtmgsparaboloid. Es gibt auch unendlich viele 
Bchmiegungsparaboloide durch jede Manteliinie. 

Die Konstriiktion der Tangentialebene in einem Punkte einer beliebigen 
nicht entwickelbaren Begelfiäche ist damit eurüc'kgefüh.i-t auf die Konstruktion 
der Tangentialebene eines Schmiegungshyperbdoids oder ParaboloidSj das 
die gegebene Fläche längs de)- durch den Punkt gehenden ManielUnie 
berührt. 

170. Das Normal enparal)Olold. Denkt man sich eine beliebige 
nicht entwickelbare Regelfläehe durch eine Schar paralleler Ebenen ge- 
schnitten, die alle senkrecht auf einer Mantellinie stehen, und in den 
Schnittpunkten der Mantellinie mit den einzelnen Schnittkurven die Nor- 
male der betreffenden Kurve bestimmt, so sind diese Kurvennormulen 
identisch mit den Flächennormalen in den einzelnen Punkten der Mantel- 
linie (Fig. 594). Dreht man alle Normalen gleichzeitig um die Man- 
tellinie als Achse, so bewegt sich dabei jede Normale in der betreffenden 
Schnittebene und fällt bei einer Drehung um einen rechten Winkel mit 
der Tangente der Schnittkurve zusammen. Die sämtlichen Tangenten 

20* 
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bilden aber ein Schmiegungsparaboloid der betreffenden Mantellinie. Da- 
her ist auch die Eegelflmhe, die von den Normalen einer ManteUinie ye- 
bildel wird, ein Paraboloid; sie heißt das Normalenparcä)oloid. 

Das Normaleoparaboloid ist für dea Steinschnitt von Wichtigkeit. 
Bei einem Gewölbe müssen nämlich aus Stabilität srückeiehten die Fugen- 




flächen, in denen die einzelnen Steine aneinander liegen, senkrecht zur 
Wölbungs fläche sein. Bei einem zylindrischen Gewölbe fallen die Nor- 
malen einer Mantellinie in eine Ebene; daher müssen die Fugenflächen 
eben sein (Fig. 595). Dieselben gehen aber bei einem Gewölbe, das von 
einer windschiefen Regelfiäche gebildet wird, in paraboloidische Flächen 
über, wenn die Mantellinien des Gewölbes als E'ugealinien benutzt werden. 
l?!, Kuppelung zweier windschiefer Achsen durch Hyperboloid- 
rüder. Die Berührung zweier windschiefer Kegelflächen längs einer 



Mantellinie kommt auch zur Anwendung, wenn die Drehung einer Achse 
auf einer zu ihr windschiefen Achse durch Friktions- oder Zah nräder 
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in ähnlicher Weise übertragen werden soll, wie das bei zwei parallelen 
Achsen durch zwei Rotatioiiszylinder (Fig. 596), bei zwei sich schneiden- 
den Achsen durch zwei Rotationskegel (Fig. 597) geschehen kann. Bei 
windschiefen Adismt übertragen zivei Hotationshyperboloide, die sich längs 
eines Flächenelementes herithren, die Drehung der einen Achse auf die 
andere. Ist die Reihnng zwischen den Zylinder-, Kegel- oder Hyper- 
boloidrädern zu gering, so müesen Zahnräder eingeschnitten werden. In 
allen drei Fällen sind die einzelnen Zähne längs den Mantellinien zu 
schneiden. 

Es soll zunächst untersucht werden, welche Besiehung zwischen swei 
Sotaiionshyperhohiden hestehen muß, damit sie sich in eine Lage bringen 
lassen, in der sie sich gegenseitig berühren. Diese Beziehung kann zu- 
nächst 80 ausgesprochen werden, daß zwei Flächene lern eilte beider Hy- 
perboloide zwischen je zwei unendlich nahen Mantellinien zur Deckung 
gebracht werden könuen. Ein solches Fla eben elenient ist aber bestimmt 
durch die Mittellinie e der beiden unendlich nahen Mantellinien und 
durch den unendlich kleineu Winkel dö, den diese miteinander bilden. 
Diese beiden Großen müssen in beiden Hyperboloiden gleich sein. Nun 
ist aber ein Rotationshyperboloid bestimmt durch den Kehlkreisradius r 
und den Scbränkungswinkel «, den eine Mantellinie mit der Achse bildet. 
Es kommt also darauf an, e und da auszudrücken durch u und r, zu 
denen noch der Winkel dip kommt, um den sich r gedreht hat, wenn 
cioe Manteilinie sich bis zu ihrer unendlich nahen Mantelhnie weiterge- 
dreht hat. 

Zur Bestimmung von e beachte man, daß das Dreieck h'bj^ß in der 
Tangentialebene von b' liegt, die parallel der Vertikalebene ist (Fig. 598)'; 
dieses Dreieck projiziert sich also in wahrer Gestalt. Daher ist dei- 
Winkel ß'b'b^' = a; b'b^' aber ist gleich r-dip; daher ist 

e = b'ß' = b'b,' ■ cos K, 
oder 

e = r-dcf -cos«. 

Zur Bestimmung von da sei daran erinnert, daß die Mantellinien 
des asymptotischen Kegels parallel den Mantellinien des Hyperboloids 
sind (Fig. 599). Die ürarißmantellinie des asymptotischen Kegels bildet 
also mit der Achse gleichfalls den Winkel a, und der Winkel zweier 
unendlich naher Kegelnaantelhnien ©06, ist gleich rfe. Istt der Grün d- 
kreiaradius des Kegels, so ist 06 = ^---, und es ist die Strecke SSj 
in dem von dem Grnndkreisradius gebildeten Dreieck gleich x-dtp, wäh- 
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rend sie aus dem von den Mantellinien begrenzten Dreieck gleich OiS-da, 
also gleich -.- — ds ist. Es ist also: 



woraus sich ergibt: 



'cd(p — -. —d(j, 



da = sina-dq>. 



Sollen in den Fläch enelementen zweier ßotationshyperboloide mit 
dem Kehlradius r. und r,, und den 8 eh räukuncrg winkeln k, und et« die 




Größen Rj und e^ und ebenso i/iTj und dß^ gleich sein, so hat man da- 
her die beiden Gleichungen: 

r, ■ d(p^ ■ cos ß| = )g - dcp^ ■ cos «^ 
und 

(fipi -sinK, = d^g-Binttg, 

woraus sich durch Division die Bedingung: 

)'i cotg «j = rj cotg Kg 

dafür ergibt, daß swei JÜotationshyperboloide in eine Lage gebracht werden 
MnneUj in der sie sich gegenseitig berühren. 
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Damit ist auch die Lösung zu folgender Aufgabe gegeben: Gegeben 
sind zwei Achsen Stj und SI^ in dem Abstände r voneinander und unter 
dem Winkel k. Es sollen die beiden Botationshyperbolotde bestimmt werden 
deren Achsen 91^ und %2 sind, mit der Bedingung, daß die Drehung des 




einen sieh so auf das andere überträgt, daß die Umdrehnngsgescluvi 
lieiten sich verhalten wie ii\ : ic^, woraus sieh sofort ergibt, daß 

d(f^ : dfpj =^ UJj : w^ 
ist. In Fig. 600 ist iv^ : Wj =1:2 angenommeu. 
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Projiziert man die Achsen St, und ST^ in solcher Lage, daß 3t, 
senkrecht auf der Horizontalebene steht und Stj parallel der Vertikal- 
ebeiit ist, so ist auch die Berührungsmantellinie m, die zunächst zu er- 
ermitteln ist, parallel der Vertikal ebene, und die Winkel «j und a^, die 
von der BeriihrnngsmanteUinie mit den Achsen gebildet werden, proji- 
zieren sich auf die Vertikalebene in wahrer Größe. Zur Bestimmung 
TOn %, ßj, ^j und »a stehen dann die folgenden vier Gleichungen zur 
Verfügung: 

(1) ». + «,- ", 

.(2) Ii";-^^;-5. 

(3) r, + r, ~ a 
und 

(4) r^ cotgo^ = r^ cotgKg. 

Aus ihnen können die gesuchten vier Bestimmungs großen folgender- 
maßen konstruktiv ermittelt werden: Aus Gleichung (1) und (2) können 
zunächst «, und te^ dadurch bestimmt werden, daß man m' so zwischen 
%y und §tg' legt, daß die Abstände eines beliebigen Punktes von Slj' 
und SE^' sich wie Wj ; IV^ verhalten. Aus Gleichung (3) und (4) erhält 
man r^ und i\, wenn man r senkrecht auf m' zwischen St,' und 3tj' 
hineinlegt. 

Nunmehr können beide Hyperboloide durch eine Reihe von Mantel- 
linien dargestellt werden. Das senkrechte Hyperboloid möge oben und 
unten durch zwei gleiche Parallelkreise abgeschnitten werden. Von den 
beiden Punkten a und c aus wird dann in der Horizontalprojektion der 
Kreis je in etwa 24 gleiche Teile geteilt und die zusammengehörenden 
Punkte der Keihe nach miteinander verbunden, indem man von ac aus- 
geht. Endlich werden die einzelnen Mantellinien noch hinaufgelotet auf 
die Vertikalebeno. Die Bestimmung der MatiteUinien des schiefen Hyper- 
boloids erfolgt in gleicher Weise unter Benutzung einer Hilfshorizontal- 
ebene, die senkrecht auf der Achse St^ steht. Da sieh w, : iv^ wie 1 : 2 
verhalten soll, so ist der Grundkreis dieses Hyperboloids nur in 12 
gleiche Teile zu teilen. 
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XXII. Kapitel. 

Wmdschiefe Regelflächen höherer Ordnung. 

172. Einfaclie Beispiele. Die windschiefen Kegelflächen zweiter 
Ordnung sind deshalb die einfachsten, weil alle drei Leitkurven gerade 
Linien sind. Im allgemeinsten Falle sind die drei Leitlinien krnmm- 
liuig. In der Praxis kommt dieser Fall freilich kaum vor. Stets ist 
mindestens eine Leitlinie geradlinig; dieselbe kann auch im Unendlichen 
liegen und dann durch eine fi ich tu ngs ebene ersetzt werden. Die Be- 
xtimmuiiy irgendeiner Mantellinie der durch sivei Kurven und eine Gerade 




als Leitlinien gegebenen Fläche geschieht dadnrcli, daß man durch die Leit- 
gerade, bzw. parallel der liichtungsebene eine Ebene legt, deren Schnitt- 
punkte mit den beiden krummlinigen Leitlinien bestimmt und diese ver- 
bindet. Am einfachsten ist die Konstruktion dann, wenn die Leitgerade 
senkrecht auf einer Grundebene steht (Fig. 601), bzw. die Ricbtungs- 
ebene parallel einer soichen ist. Einige praktische Beispiele mögen das 
Oesagte erläutern 

Sind zwei Km^en die m pajallplen Ebenen hegen dmch eine icmd 
schiefe Jiigelflache gu iibtjspannen, z B zwei EUipsen, deren Achsen 
hoiizrntal und unter sich pariUel sind, wahrend dei Mittelpunkt der 
emen ■ienkrtcht unter dem der anderen lie^t so kin i min ile dritte 
Leitlinie eine Gferade je nach den Umständen wählen. Sollen z. B. die 
Verbindungslinien der Scheitelpunkte Mantellinien werden und die Fläche 
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zwei SymmetralebeEen besitzen, so kann man entweder die 1 
senkrecht auf der Vertikalebene — oder auch Seitenriß ebene — annehmen. 
Alle Mantellinien gehen dann in der Vertikalprojektion — im Seitenriß 
— durch einen Punkt und sind dadurch bestimmt (Fig. 602). Oder 
man kann die Leitgerade durch die beiden Mittelpunkte der ] 






legen; alle Mantellinien gehen dann in der Horizontalprojektion durch 
den gemeinschaftlichen Mittelpunkt beider Ellipsen (Fig. 603). Endlieh 
können die beiden Kurven auch durch eine entwickelbare Regelfläche 
überspannt werden; eine Mantellinie ist dann in der Horizontalprojektion 
durch parallele Tangenten an beide Ellipsen bestimmt (Fig. 604). 

Statt der dritten Leitkurve kann- 
wenu zwei parallele Leitkurven gegeben 
sind, auch eine Richtungsebene parallel 
einer Grundebene angenommen werden, 
daß die Projektionen der Mantel- 
linien in der anderen Grundebene paral- 
lel der Projektionsachse sind. Zur Be- 
stimmung der Mantelliuien werden die 
beiden Leitkurren durch eine Schar paral- 
leler Ebenen geschnitten und zusammen- 
gehörige Schnittpunkte verbunden. Soll 
z. B. ein Gewölbe über konvergierenden 
an, wenn die beiden gleichhohen Stirn- 
flächen gegeben sind, so kann das dadurch geschehen, daß die beiden 
Stimkurven durch eine Scbar horizontaler ManteUinien miteinander 
verbunden werden (Fig. 605). Werden die Mantellinien als Fngenlinien 
benutzt, so Jnüssen die Fiigenflächen parabolische Flächen sein. 





Widerlagern konstmiert werdi 



173. Das Konoid. Kann man die Form einer oder beider Leit- 
kurven auswählen, so bestimmt mau sie so, daß die Fläche möglichst 
einfach wird. Nächst dem Paraboloid und Hyperboloid ist die einfachste 
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windschiefe Regelfläche das Konoid; es wird bestimmt durch eine Leit- 
kurve, eine Leitgerade und eine Riehtungsebene. Eine beliebige Mantel- 
linie erhält man dadurch, daß man Leitgerade und -kurve durch eine 
Ebene parallel der Richtungsebene sehneidet und die Schnittpunkte ver- 
bindet; die Fläche heißt dann senkredites Kreiskouoid, wenn die Leit- 
kurve ein Kreis ist, and die Ebene desselben, sowie die Leitgerade 
senkrecht auf der Riehtungsebene stehen (Fig. 606J. Es besteht aus 
zwei sackartigen Mänteln und hat in der Leitgeraden einen Selbstdurch- 
aehnitt, der zugleich Striktionslinie ist. Zwei Flächenelemente sind zy- 
lindrisch und zwei konisch. Die Fläche hat nichts zu tun mit i 




entwickelbaren Datensack, der aus zwei Kegeiteilen besteht, zwischen 
die sieh zwei ebene Dreiecke hineinlegen (Fig. 607). 

Auch das Konoid wird häufig verwendet zur Überwölbung konver- 
gierender Widerlager. Sind z. B. nur die beiden Widerlager und eine 
kreisförmige Stirnfläche gegeben, und soll ein Konoid als Gewölbeßäcke 
verwendet werden, so bestimmt man zunächst durch den Schnittpunkt 
der verlängerten Kämpferfugen die vertikale Leitgerade, durch diese, die 
Horizontalebene als Richtungsebene und den Stimkreis ist die Fläche 
bestimmt. Die zweite Stimkurve erhält man durch einen parallelen Schnitt 
der Mantellinien zur gegebenen Stirnfläche. Dieselhe ist eine Ellipse, weil 
jede Ordinate i»| zu ox in konstantem Verhältnis steht (Fig. 608). 

Tritt an Stelle des Leitkreiseg diejenige Kaumkurve, die entsteht, 
wenn eine Kreisfläche auf einen Rotationszylinder aufgewickelt ist. 
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SO wird aus dem senkr echten Kreiskonoid das sogenannte modifizierte 
Kreiskonoid. Dasselbe wird häufig als Wölbungsfläche eines Torbogens 
benutzt, der radial in einot zylindrischen Rundbau führt (Fig. 609). 

Tritt an die Stelle der Leitkurve eine Leitfläche, z. B. eine Kugel, 
so wird aus dem Konoid ein Flächenkonoid, z. B, ein KugelJconoid. Eine 
beliebige Mantellinie wird wieder durch einen ebenen Schnitt parallel 
der Richtungs ebene bestimmt (Fig. 610). 



174. Das Zyliiidroid. Wird von einem durch zwei beliebige 
Schnitte begrenzten Zylinder i^ie eine der Schnittkurven parallel mit 
sich selbst vertikal verschoben, so werden aus den Zylindermantellinien 
die Mantellinien einer winilaehiefen Fläche. Bei der Verschiebung be- 
wegen sich alle Mantellinien in einer vertikalen Ebene ; sie sind also auf 
der entstandenen Fläche bestimmt durch zwei Leitkurven und eine Rich- 
tuugsebene. Eine solche Fläche heißt Zylindroid (Fig. 611). 





Ein Zjlindroid wird beispielsweise als Leibungsfläche eines Gewölbes 
verwendet mr Unterstützung einer mereektgefn Spindeltreppe. Bei dieser 
dient eine quadratische Säule als Spindel in der Mitte des quadratischen 
Treppenhauses. Der vierte Teil eines Gfewölbeumgangs wird dann be- 
grenzt von zwei Halbellipsen, die in den Diagonalflächen liegen, und von 
denen jede folgende um ein konstantes Stück vertikal in die Höhe ge- 
rückt ist (Fig. 612). 

Die Dimensionen der EUipse sind derartig, daß sie sieh auf die 
Vertiltal- und Seitenrißebene als Kreise projizieren. Die Mantellinien des 



y Google 



Zylindroids sind parallel den vertikalen Treppenhaus wänden, ihre Hori- 
zont al pro jektionen also parallel den Seiten dea Gmniirißquadrates nnd 
können somit leicht eingezeichnet werden. In den Ellipsen hängen die 





Flächenstücke des einen Zylindroids mit Flächenstücken des nächstfol- 
genden zusammen. 

Ein derartiges Gewölbe kann als Modifikation eines schief ansteigen- 
den Tonnengewölbes aufgefaßt werden. 

175. Das schiefe Briickengewölbe mit geradlinigen Fugen. 

Sollen zwei parallele Kurven, z. B. zwei Halbkreise durch ein Gewölbe 
überspannt werden, wenn die Kämpferlinien nicht aentrecht auf den 
Stirnflächen stehen, wie es bei schiefen Brücken oder schiefen Matter- 
durchgängen nicht selten vorkommt, ..^■'''''''^^^X^X 
so ist dZs Leibungsßäche ein Zylin- „-"'''/ \ \ 
der dann nickt möglich, wenn die ^-^ ' \ \ 
Ftigen geradlinig sdn sollen. Denn ^1^^::^-^ ,,■' "~~ "l^^ 
schneidet man den Zylinder recht- //' -'^i ^^--'^'^ 
winklig durch die Ecken des Grund- / ;,,-'' ^ ^.-^ 

risBes, so hält sich zwar das Mittel- '^— — i^ Vi%- fiis. 

stück im Gleichgewicht, weil hier der Druck senkrecht zu den ebenen 
Fugenfläehen wirkt; dagegen üben die beiden Außenstücke einen seitlicben 
Gewölbeschub aus, dem kein Gegensobub geleistet wird (Fig. 613). Es 
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müiiBen daher die Fugen bei Anwendung eines Zylinders krummlinig 
sein. Wir werden später eine Lösung kennen lernen, bei welcher die 
Fagenliniea Schraubenlinien und die Fugenflächen Wendelflächen sind. 

Bas Problem der schiefen Brüche kann aber auch mü geradlinigen 
Fugen unter Benutstmg einer windschiefen Begelfläche gelöst werden. Es 
kann dann, da zwei Leitkurven durch die beiden Halbkreise gegeben 
sind, als dritte eine Leitgerade benutzt werden. Diese muß so bestimmt 
werden, daß die beiden gegebenen Kämpferlinien und die mittlere, zu 
den Stirnflächen senkrechte Mantellinie, die bekannt ist, durch sie hin- 
durch gehen, und daß der Gewölbedruck nahezu senkrecht zu den Fugen- 
fiächen wirkt. Das ist dann der Fall, wenn die Leitgerade senkrecht 
zu den Stirnflächen durch den Mittelpunkt des Grundrißparallelogramms 
hindurchgeht. Die mittlere Mantellinie wird von dieser Geraden im un- 
endlichen geschnitten (Fig. 614). 

Die einzelnen Mantellinien sind dann in der Vertilcalprojektion leicht 
zu bestimmen, weil sie alle durch 
einen Punkt hindurchgehen müssen. 
Die Fugeoflächen sind paraboloi- 
diache Flächen. 




176. Der Marseiller Bogen. Beim Marseiller Bogen handelt es sich 
um einen Mmierelngang mit abgeschrägten Ffdlerwänden, der hinten durch 
zwei Flügeltüren mit halhkreisförmigem Kopf so geschlossen ist, daß die 
Türflügel in den Mauerausschnitt hinein geöfi^net werden können. Damit die 
Türen beim 03'nen in dem Mauerausschnitt Platz haben, muß die Wölbung sich 
nach vorne hin erhöhen. Der vordere Stirnbogen möge ein höher liegender 
Stichbogen sein; or muß also so hoch liegen, daß das von den Viertels- 
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kreisen der Türen beschriebene WulststÜek darunter Platz hat (Fig. 615). 
Eine der beiden Leitkurven ist dann ein Halbkreis, die andere eine 
gebroebene Linie, die aus dem Stiehbogen und zwei vertikalen Kanten 
besteht. Als dritte Leitkurve wählt man am zweckmäßigsten eine Ge- 
rade senkrecht zu den Stirnfläehen durch den Schnittpunkt der Kämpfer- 
linien. Die Mantellinien sind dann in der Vertikalprojektion leicht zu 
bestimmen,, weil sie alle durch einen Punkt, den Mittelpunkt des Halb- 
kreises, hindurch gehen müssen. 

XXIII. KapiteL 

Windschiefe Schraiibenflächen. 

177. Allgemeino Spiralflüclieii. Die Spiralfiäcben wei-den durch 
eine Kurve erzeugt, die einer schraubenlinigen Bewegung unterworfen 



wird. Denkt man sich eine Kurve zunächst nur um eine Achse gedreht, 
so entsteht eine Rotationsfläche; tritt zu der drehenden Bewegung noch 
gleichzeitig eine fortschreitende, proportioniil der Drehung und parallel 
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der Aelise, so entsteht eiue Spiralfläche. Zu jeder Spiralfläche geh'ik't 
also eine Rotationsfläche. Es ist daher zweckmäßig, wie bei den Bota- 
tioaaflächen auch bei den Spiralfläctea die Achse seakrecbt auf der 
Horizontalebene stehend zu wählen. 

Bei der beschriebenen Bewegung beschreibt jeder Punkt der erzeugenden 
Kurve eine Schraubenlinie. Alle Schraubenlinien haben dieselbe Achse 
und dieselbe Ganghöhe nnd können daher nicht nur einzeln, sondern 
auch in ihrer Gesamtheit in sich selbst verschoben werden. Die ein- 
zeliieii Schraubenlinien unterscheiden sich nur durch ihren Radius. 

Die Kurve, in der die Spiral- 
fläche von einer durch die Achse 
gehenden Ebene geschnitten wird, 
heißt Meridian. Derjenige Meri- 
dian, der parallel der Vertikalebene 
liegt, heiSii Mauptmeridian; er pro- 
jiziert sich in wahrer Gestalt. Die 
SU der Spiralfläche gehörende Rota- 
tionsfläche hat denselben Meridian 
isie diese in gleicher Lage zur Aelise. 
Während aber der Hauptmeridian 
bei der Rotationsfläche zugleich 
Umrißlinie ist, ist das bei der Spi- 
" ralfläche nicht der Fall. 

Wie es auf der Rotationsfläche 
zwei Systeme von Kurven -— Me- 
ridiane und Parallelkreise — gibt, 
so gibt es auf den Spiralflächen 
eitie Schar Meridiane und eine 
Schar Schraubenlinien. Durch jeden 
Pig. en, Punkt der Fläche geht eine Kwrve 

jede)' Schar. 
Soll also in einem Flächenpnnkte die Tangentialebene bestimmt 
werden, so legt man durch ihn die Schraubenlinie und den Meridian, an 
beide Kurven die Tangenten und durch diese die Tangentialebene. 

Ist- die Meridiankurve die Erzeugende einer Spiralflädte, so gestal- 
tet sich die Darstellung derselben ganz ähnlich wie bei den Ro- 
tationsflächen, in der Horizontalprojektion drückt sich die fortschrei- 
tende Bewegung längs der Achse, da sich diese als Punkt projiziert, 
nicht aus. Die Horizontalprojektion der Spiralfläche ist also dieselbe 
wie diejenige der zugehörigen Rotationsfläche. Soll eine beliebige Lage 
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der Erzeugenden ia der Vertikalprojektjon bestimmt werden, so zeichnet 
man dieselbe zunächst unter Weglassung der fortschreitenden Bewegung, 
also als Meridian der Rotationsfläche. Erst nachträglich wird derselbe 



vertikal in die Höhe gerückt, und zwar, wenn der Winkel, den er in der 
Horizontaiebene mit dem Hauptmeridian bildet gleich — 360" ist, um 
— h (Fig. 616). — De*- Umriß ist als Umhüllungslinie einzelner Lagen 
der Erzeugenden zu Lestimmen. 

Durch den Meridian als Erzeugende bestimmte SpiralSächen kommen 
bei Schraubengewinden, Treppengeländern (Fig. 617) usw. vor. 
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Häufig wird statt des Meridians eine Schnüthurve senkrecht swr 
Schraubenlinie als Erzeugende benutzt. Ist dieselbe ein Kreis, so ent- 
steht die Serpentine oder das Schlangenrohr (Fig. 618). 

Die Horizontalprojektionen des Kreises sind in allen Lagen kongruente 



Ellipsen, weil alle Kreisebenen denselben Neigungswinkel haben. Bei 
der Herstellung der Vertikalprojektion einzelner Kreislagen geht man am 
besten von derjenigen Lage aus, bei welcher die Kreisebene senkrecht 
auf der Verfcikalebene steht, der Krola sieh also als gerade Linie proji- 
ziert. Sollen bei einem Umgang zwölf Lagen in gleichen Abständen 
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gezeichnet werden, so liegt bei der näclisten Lage jeder Punkt nrn Y^j • Ji 
höher. 

Der Umriß wird als Umhüllungslinie der einzelnen Lagen bestimmt. 
Handelt es sich nur um die Bestimmung des Umrisses, so ist dieser ein- 
facher zu erhalten, wenn man dieselbe Fläche 
dadurch erzeugt, daß man dne Kugd als Er Beu- 
gende benutzt. Er wird dann als Umhüllung 
von Kreisen erhalten, deren Mittelpunkte auf 
der Schraubenlinie liegen, die der Kugelmittel- 
punkt erzeugt (ITig. 619). Der Umriß zeigt 
ähnliche Überschneidungen, wie sie bereits bei 
Rotationsflächen hyperbohseher Krümmung be- 
obachtet wurden. In einem Hü ckkehr punkte 
wird er unsichtbar, um erst nach einem zwei- 
ten Büekkehrp unkte, und nachdem er sich selbst 
geschnitten hat, wieder sichtbar zu werden. 

In ähnlicher Weise, wie die ontwickelbare " 
Schraubenfläche dadurch sich erzeugen ließ, daß 
ihre Schnittkurve mit einer Ebene senkrecht zur 
Achse, die Kreisevolvente, einer schraubenljnigen 
Bewegung unterworfen wurde, können auch alle 
Spiralflächen erzeugt werden. Die Kurve, in 
der eine Spiralfläehe durch eine Ebene senkrecht 
zur Achse geschnitten wird, heißt ihre Sasts- 
Jcurve. Auch sie kann als Erzeugende benutzt 
werden. Ist dieselbe ein Kreis, so entsteht eine gewundene Säule, \ 
beim Barock häufig zur Anwendung gelangt. Kompliziertere Kurt 
zeugen kompliziertere Flächen (Fig. 620). 




178. Die geschränkte oder offene SchraubenflJäche. Ist die Er- 
zeugende einer Spiralfläehe eine gerade Linie, ao entsteht eine wmd- 
schiefe Schraubenfläche. Schneidet die Erzeugende die Sehraubenachse 
nicht, so heißt die Fläche geschränkte oder offene Sehraubenfläche. Schneidet 
die erzeugende gerade Linie die Achse, so entsteht die] axiale oder ge- 
scidossene Schrauhenfläche. 

Die gescJwänkle Sehraubenfläche ist bestimmt, wenn der kürzeste Ab- 
stand der Erzeugenden von der Achse, der .ffeA/Äa/fcjMess^, — der Winkel, 
den die Erzeugende mit der Achse bildet, der Anlagewinkel — und die 
Ganghohe der Schraube gegeben sind. 

Die zugehörige Rotationsfläche ist das hyperbolische Hyperboloid. 
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Bei der KonstrtiMion einzelner Mantf^inien, der geschränkten Scürauben- 
fläche geht man daher auch von diesem aus, analog dem Verfahren bei 
den allgemeinen Spiralflächen, und rückt jede einzelne ManteUinie nach- 
träglich um ein dem zugehörigen Drehungswinkel proportionales Stück 
in die Hohe. Um ein plastisches Bild vou der Fläche zu erhalten, be- 
grenzt man ein Stück der Fläche dadiirch, daß man von der Kehl- 
sohraubenlinie aus, die vom Endpunkt des Kehlhalhmessers beschrieben 
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wird und Stiiktioasliiiie ist, auf allen ManteUiiiien gleiche Stücke nach 
beiden Seiten abschneidet. Eine solche Flächenzone kana am einfach- 
sten gezeichnet werden, wenn man zuerst die beiden abschließenden 
Schraubenlinien konstruiert und zwischen diese die Erzeugende in ver- 
schiedenen gleich weit voneinander entfernten Lagen — etwa 12 bei 
einem Umgang — einzeichnet (Fig. 621). 

Denkt man sich die Fläche in unendlicher Amdekmmg, so besitzt 
sie schranbealinige Selbstdurch schnitte in derselben Weise wie die ab- 
wickelbare Schraubenfläche. SoU nur das Stück bis zum ersten Selbst- 
durchschnitt gezeichnet werden, so geht mau wieder am besten von 
diesem aus und verfährt im übrigen ähnlich wie in Fig. 621. 

Die Meridianhtrve hat je nach der Größe des Anlagewinkels ver- 
schiedene Typen. Ist der Anlagewinifel gleich dem Komplement des 
Steigunge winkeis der Kehlschraubenliuie, so fallen die Erzeugenden in 
jeder Lage mit den Tangenten der Kehl Schraubenlinien zusammen. Man 
hat dann den speziellen Fall der mtwicJ-elbaren Schrauhenßäche. Die 
Meridianknrve hat in diesem Fall einen Rückkekrpunlct (Fig. 622). Ist 
der Anlagewinkel kleiner, so hat sie einen Scheitelpunkt (Fig. 623), ist 
er größer, eine Schleife (Fig. 624). Jeder Kurvenzweig hat zwei 
Asymptoten. 

Die Basiskurve ist die allgemeine Kreiaevolvente, jedoch sind die 
Tangenten in den einzelnen Punkten nur bei der entwickelbaren Selirau- 
benfläche gleich den rektiflzierten B ogen stück en ; bei der allgemeinen ge- 
schränkten Schrauben fläche sind sie den Bogenstüeken nur proportional. 

179. Die axiale oder geschlossene Schraubenfläclie, Eine axiale 
oder geschlossene Schraubenfiäche wird von einer Geraden erzeugt, die 
einer schraubenförmigen Bewegung unterworfen wird, wenn dieselbe die 
Achse schneidet. Sie ist als Spezialfall der geschränkten Schraubenfläche 
SU ieirachten, und aus dieser dadurch entstanden, daß der Kehlhalbmesser 
gleich Null geworden ist. Daher ist sie bestimmt durch die Ganghöhe 
der Schraubenlinie und den Winkel, den die Erzeugende mit der Achse 
bildet — den Änlagetvinicel. 

Die zugehörige Rotationsfläche ist der Kegel. Bei der Konstruiction 
einzelner Mantellinien geht man daher auch von diesem aus und rückt 
erst nachträglich jede einzelne Mantellinie um ein dem zugehörigen Dre- 
hungswinkel proportionales Stück in die Höhe. 

Das Erzeugungsgesetz der geschlossenen Schraubeufläcbe kann mannig- 
faltig ausgedrückt werden. Bewegt sich z. B. eine Gerade so, daß sie 
eine Schraubenlinie und ihre Achse ständig schneidet, und zwar die letz- 
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tere unter konstantem Winkelj so beschreibt sie eine axiale Schrauben- 
fläcbe (Fig. 625). Auch durch zwei konaxiale Schraubenlinien und ihre 
gemeinsanie Achse als Leitlinien einer Geraden, die ständig beide Schrau- 
benlinien und die Achse schneidet, ist eine axiale Schraubenfiäche be- 
stimmt (Pig. 620). Dreht sieh ein rechtwinkliges Dreieck um eine 
Kathete als Achse und verschiebt sich diese gleichzeitig längs der Achse, 
proportional mit der Drehung, so beschreibt die Hypotenuse gleichfalls 
eine geschlossene Schraubenfiäche 



(Fig. 627). Die zuerst angegebene 
ErzeugungBweise ist die einfachste. 

Um eine plastische Darstellung 
der Fläche zu erhalten, konstruiert 
man etwa nur das Stück der Fläche, 
d^ man erhält, wenn man auf allen 
ManteUinien von der Achse aus glei- 
che Stücke abschneidet, oder wenn 
man das Stück zeichnet, das von zwei 
auf der Fläche liegenden konaxialen 
Schraubenlinien begrenzt wird (Fig. 
628). Solche Zonen sind es auch, 
die bei in der Praxis verwendeten 
Schrauben benutzt werden. 

Um bei der Konstruktion der 
einzelnen ManteRinien dieselben 
Teilpunkte auf der Achse benutzen 
zu können, die zur Konstruktion der 
Schraubenlinie erforderlich waren, 
und um eine hübsche Figur zu erhal- 
ten, wählt man den Anlagewinkel so, 
daß die axiale Kathete eines recht- 
winkligen Dreiecks kommensurabel mit der Ganghöhe ist, und daß, wenn 
die horizontale Kathete in der Grundebene liegt, die Hypotenuse durch 
einen Teilpunkfc der Achse hindurchgeht. Man hat dann zur Konstruktion 
der Mantellinien nur die aufeinander folgenden Sehr aubenlinienp unkte, 
die von der kreisförmigen Horizontalprojektion ans bestimmt werden, 
mit den entsprechenden aufeinanderfolgenden Aehsenteilp unkten zu ver- 
binden. Bei der Teilung des Kreises ist zu vermeiden, daß ein Teil- 
punkt in den vordersten oder hintersten Kreispunkt hineinfällt, da sonst 
die Vertikalprojektion der zugehörigen Mantellinie in die Achse hinein- 
fallen würde, wodurch das plastische Bild der Fläche litte. Der Umriß der 
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Fläcte wird als ÜmhüUungslinie der Mantellinien bestimmt. Ist der 
Anlagewinkel einer axialen Schraubenfläche gleich 90*', eo heißt dieser 
spezielle Fall derselben axiale Wendelfläche (Fig. 629). Um eine pla- 
stische Vorstellung der Fläche zu erhalten, begrenzt man die einzeinei» 
Mantellinien durch eine auf der Fläche liegende Schraubenliriie. 

180. Tangeutialaufgaben für die axiale Schraulbeiiilüche, Um 

die Tangentialebene eines FlächenpunMes zu bestimmen, legt man durch 
diesen die Mantellinie und die Schraubenlinie, bestimmt die Tangente an 
die letztere und legt durch beide Geraden eine Ebene hindurch. Liegt 




der betreffende Punkt auf der schon gezeichneten Leitschrauhenlinie, so 
ist die Konstraktion einfach. Die Spur der Tangentialebene geht dann 
durch die Spuren P der Mantellinie und S der Tangente (Fig. 630). 
Liegt der Flächenpunkt nicht auf der Leitschraubenlinie und auch nicht 
auf einer bereits gezeichneten konaxialen Schraubenlinie, so müßte eine 
solche zunächst konstruiert werden. Doch kann man die Zeichnung der- 
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selben auch durch folgende Überlegung umgehen. Ist X der Flächen- 
puukt, in dem die Tangentialebene konstruiert werden eoU, und Ä der- 
jenige Punkt der durch X gebenden ManteUinie, der auf der Leitschrau- 
benlinie liegt, so ziehe mau zunächst x'y und ah' senkrecht zur Achse. 
Denkt man sich nun die durch X gehende Schraubenlinie gezeichnet und 
die Mantellinie OA so weit zurückgeschraubt, bis sie parallel der Vertikal- 
ebene liegt, A also nach A^ fällt, und sei die Horizontalebene durch A^ 
gelegt, so liegt der Punkt X um das Stück b'y' über der letzteren. 
Durch diese Lage ron X legt man nunmehr eine Hilfshorizontalebene, 
deren Höhe also über der ursprünglichen durch das Stück b'y' gegeben 
ist, und konstruiert zunächst in dieser die Spur der Tangentialebene in 
X. Die Spur 2 der in X gezogenen Tangente der Schraubenlinie wird 
in der Hilfshorizontalebene auf OS durch eine Parallele durch x zu aS 
bestimmt. Die Mantellinienspur II wird auf OF dadurch ermittelt, daß 
PJI = ax gemacht wird. Dann ist 112 die Spur der Tangentialebene 
in der Hilfshorizontalebene. Um sie auch in der uisprün glichen zu er- 
halten, hat man nur noch durch P die Parallele zu IIU zu ziehen. Die 
Yertikalspur der Tangentialebene geht durch die Vertikalspur der Mantel- 
linie. 

Diese Konstruktion liefert zugleich ein Mitid, um für eine beliebige 
durch eine Mantellinie gelegte Tangentialebene, den SerührungspunM X su 
bestimmen. Da nämlich Fn=ax ist, so ist das Dreieck 112a: kon- 
gruent dem Dreieck PUa, wenn U der Schnittpunkt von Sa mit der 
Horizootalspur der Tangentialebene ist; daher ist U2 parallel FO. Um 
also den Berührungspunkt X einer beliebigen Tangentialebene, die durch 
die ManteUinie OF gebt, deren Spur also beliebig durch F gelegt ist, 
zu bestimmen, hat man nur die Spur S der Tangente in A zu ermitteln, 
durch den Schnittpunkt U derselben mit der Tangential ebenen spur eine 
Parallele zu FO zu ziehen, die OS im Punkte 2 trifft, und durch 2 
endlich eine Parallele zu Sa zu zeichnen, die den Punkt x anf ÜF be- 
stimmt. 

Nunmehr läßt sich auch der Berükrungskegel von einem Punkte aus 
an die Flache und der Beriihnmgsgylinder parallel einer gegebenen Ge- 
raden legen. Man hat nur eine Reihe von Ebenen durch den gegebenen 
Pimkt, bzw. parallel der gegebenen Geraden und durch einzelne Mantel- 
linien zu legen. Die nach der letzten Konstruktion zu bestimmenden 
Berührungspunkte dieser Tangentialebenen bestimmen die Berührangs- 
kurve des Kegels, bzw. des Zylinders. Alle Tangentialebenen in den 
FunMen einer Schraubenlinie der Fläche liaben denselben Hori^ontalnei- 
gungswinkcl; denn laßt man einen Punkt eine Schraubenlinie durchlaufen, 



y Google 



Vn. Windschiefe Regelfläeben. 



SO schraubt sieh die von der durch diesen Punkt gehenden Mantel- 
linie und der Tsmgentc gebildeten Ebene mit. Zerlegt mau diese Bewegung 
in eine fortschreitende und drehende, so wird bei der ersteren die Ebene 
parallel verrüekt, hei der letzteren die Ebene um die Schraubenachse 
gedreht. Beide Male ändert sich aber der Winkel, den die Ebene mit 
der Achse bildet, niclit. Dieser ist aber das Komplement des Horizon- 
talneigungswiukels der Tangentialebene. 

Daher haben auch alle Fläcfiennormalm längs einer Schraubenlinie 
gleichen . 



181. Die axiale Scliraul)enfläche in unendliclier Ausdehnung 



und die Kernscliraube. Verlängert i 
axialen Seh rauben flu che, bei welcher • 




sämthehe Mantellinien einer 
igewinkel Meiner als 90" 
ist, nach abwärts, so er- 
hält man ein Flächenge- 
bilde, das eich in unend- 
lich vielen zeltartigen Win- 
dungen, eine über die 
andere geschachtelt, um die 
Achse herumwindet. Die 

Ilorizontalspuren aller 
Mantellinien . bestimmen 
dabei die Basishirve der 
Fläche. Dieselbe ist eine 
archimedische Spirale, denn 
das Wachstum des Radius 
ist proportional mit der 
erhebenden Bewegung. Die- 
se aber ist wieder propor- 
tional mit der drehenden 
Bewegung. Es ist also 
der Radiusvektor propor- 
tional dem Argument: 
r = c ■ 9. Zur Konstnik- 
Hon der archimedischen 
Spirale geht man zweckmäßig von derjenigen Lage der Mantellinie aus, 
die parallel zur Vertikale bene ist. Zieht man durch die einzelnen 
Achse nteilpuükte zu dieser ManteUinie Parallelen, so bestimmen diese auf 
der Projektionsachse die Radienlängen von Yj^ zu 7,^ Drehung, wenn 
die Ganghöhe in 12 Teile geteilt ist (Fig. G31). 
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Verlängert man die einzelnen Mantellinien auch nach der anderen 
Kiehtung über die Achse hinaus, so erhält man einen nach aufwärts ge- 
stülpten zweiten Mantel der Fläche, der dem ersten kongruent ist. Die 
Achse ist für die Gesaratfläche Striktionslinie. 

Die heidm Mäntel durchschneiden sich gegenseitig in unendlich vielen 
Scltrauhenlinien, deren gegenseitige Lage leicht zu übersehen ist, wenn 
man den roUstäudigen Meridian der Kurve herstellt (Fig. 632). Derselbe 
entsteht dadurch, daß man alle in der Haupt meridianebene liegenden 
Mantellinien yer länge rt. Man erhält 
dadurch ein rautenförmiges Netz ge- 
rader Linien. Denkt man sich dieses 
Netzwerk einer schraubenlinigen Bei 
gnng unterworfen, so besehreiben die 
einzelnen Schnittpunkte der Geraden 
die einzelnen Schnitts ehraubenlinien, 
in denen sich die Fläche selbst durch- 
schneidet Damit ist die Konstruktion 
der einzelnen bchnittkuiven, besonders 
atiuh dei umeiaten, gegeben. Es sind 
konaxiiie Schraubenlinien, deren Gang- 
hohe ubei einstimmt mit der Ganghöhe 
der Leitschiaubenimie und deren Ra- 
dius aus dem Anlage Winkel und der 
Ginghohn leicht trmittLlt werden kann, 
Dei Radius dei innersten Schnittsehra 
eines gleichschenkl gen Dreiecks, dessen Basis gleich der halben Gang- 
hohe und dessen Basiswinkel gleich dem Anlagewinkel ist. 

Deijenige Teil der Fläche, den man erhält, wenn man dieselbe 
duuh den ersten 8 elbstdurch schnitt begrenzt, heißt Kermchraübenfläche 
und i'<t ein koi Lzi eherartiges Gebilde (Fig. 633). Dieselbe wird am ein- 
fachsten didur<h daigestellt, daß man ausgeht von der Sohnittschrauben- 
linie und diese als Leitlinie für eine Gerade derart benutzt, daß die Er- 
zeugende die Schraubenlinie zweimal und außerdem die Achse schneidet. 
Det tmnß wird durch Umhüllung der Erzeugenden bestimmt. Er hat 
die Hauptraendi'inlmien zu Asymptoten und ist in einiger Entfernung 
wn der Achse nur sehr wenig gekrümmt, ist also dort von einer Oeradm sehr 
wenig verschieden. Diese Bemerkung ist für das Zeichnen tou in der 
Praxis vorkommenden Schrauben bolzen von Wichtigkeit (vgl. den näch- 
sten Paragraphen). — Die Basiskun'e wird von der Schleife einer archi- 
medischen Spirale gebildet. Die Kernschraubenfläche kann also auch, 




lubenlinie ist gleich der Höhe 
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wenn man sie als gewuedene Säule auffaßt, dadurch erzeugt werdüji, daß 
man die Spirale einer schraubenlinigen Bewegung unterwirft. 

182. Die scharfgängige Schraube. la der Praxis werden zu 
Schraubengebilden vorzugsweise axiale Sehraubenfläclien verwendet. 

Deniit man sich ein gleichschenk- 
liges Dreieck, dessen vertikale Grund- 
linie gleich der Ganghöhe einer Schrau- 
benlinie ist, 90 einer schraub enlinjgen 
Bewegung unterworfen, daß die End- 
punkte der Grundlinie auf der Schrau- 
benlinie entlang gleiten, während die 
Ebene des Dreiecke ständig durch die 
Schraubenachse geht, so beschreibt 
das Dreieck einen scharfgängigen 
Sehrauhmbohen. Die Grundlinie des 
Dreiecks bewegt sich dabei auf einem 
Zylinder, der die Spindel des Bolzens 
heißt (Fig. 634). Jeder Schenkel des 
Dreiecks beschreibt eine Zone einer - 
besonderen axialen Schranbenfläcke. 
Beide Schraubenflächen schneiden 
sich in der von der Spitze des Drei- 
ecks beschriebenen Schraubenlinie, 
deren Ganghöhe gleich der Ganghöhe 
der Leitechraubenlinie ist 

Zur Konskuläion des svharfgän- 
gigen Schraubenholgem zeichnet man 
zunächst die beiden Sibiaubenlinien. 
Der Umriß der beiden Schrauben- 
flächen, die den Bolzen bilden, ist 
eigentlich krummlinig, wie aber am 

Schluß des vorigen Paragraphen be- mg. ea. 

merkt wurde, nui wenig von emei 

geiaden Lmie verschieden und kann daher durch die gemeinschaftliche 
Tangente eisetzt weiden An den außeien Ecken des Umrisses bilden 
Hieb d'iher keine Spitzen aus wie man es so häufig auf Abbildungen 
sieht, sondern 7wi'*i.hen zwei dort zusimmenlaufenden Tangenten befindet 
sith tin kleines Bogen^tuck der äußeren Suhiiubenhnie, Ebenso setzen 
an drii mneitn Ei ken die 1 t-iden dm t zusamrai^ulanttuden geraden Linien 
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nicht beide eckig auf die Schraubenlinie auf, sondern die eine geht be- 
rührend in die Schraubenlinie über und wird von der anderen in einem 




Punkte getroffen, der nicht auf dem Umriß der zylindrischen Spindel 
liegt, sondern etwas außerhalb davon. 

Eine mehrfache Schraube erhält man, wenn die Grundlinie des er- 
zeugenden Dreiecks gleich ^/j, '/^ usw. der Gfanghöhe ist. 

Bei dem in der Praxig gewöhnlich verwendeten WitwortscJien 
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Schraubensystem ist der Kantenwinkel glejch 55". Die einspringenden 
und ausspringenden Schärfen sind etwas abgerundet. 

Dreht man aus einem massiven Körper ein schraub enbolzenförmiges 
Stück heraus, so heißt der ßestkörper Schraubenmutter. Er ist also ein 
körperlicher Abdrack — eine Matrize — des Schraubenbolxens. Ist die 
Hälfte einer seharfgängigen Schraubenmutter, die durch einen Aehsen- 
schnitt erhalten wird, zu zeichnen, so gilt für diese das über die ümriß- 
ecken des Bolzens Gesagte natürlich nicht. Hier handelt es sich viel- 
mehr um einen Hauptmeridi anschnitt der durch ein Aneinanderreihen des 
erzengenden Dreiecks gebildet wird (Fig. 635). 

183. Dio flachgängige Sfhraulie. Wird ein Rechteck, dessen ver- 
tikale Seite gleich der halben (j inghohe einer Schraubenlinie ist, derartig 
einer schraubenlinigen Bewegung unteiworfen, daß der eine Endpunkt 
der vertikalen Seite auf der Schraubenlmie entlang gleitet, während die 
Ebene des Rechtecks «tandig durch die Achse geht, so entsteht ein fla,ch- 
gängiger Schraiibaibohei) Derselbe besteht aus dem Scbraubenzy linder 
als Spindel, zwei Zonen zweiet kongruenter Wenddßädmi, die von den 
beiden wagrechten Seiten des Rechtecks beschrieben werden, und aus 
einem Stücke eines konaxialen Zylmdeib, das von der äußeren vertikalen 
Seite des Rechtecks bestimmt wird (Fig. 636). 

Zur KoHstruMitn des flachgängigen Schraubenbolzens zeichnet man 
die vier von den Ei ken des Rechtecks beschriebenen Schraubenlinien, 
von denen je zwei kongruent und um eine halbe Ganghöhe verschoben 
sind. Alle vier Sehraubenl nien haben gleiche Ganghöhe. 

Die dur(,h einen axiilen Schnitt erhaltene Hälfte der zugehörigen 
Schrauben»! utf ei bietet ebenfalls keine Schwierigkeit (Fig. 637). Sie 
kann auch aufgefaßt weiden als ein halber Hohlzylinder, in den eine 
Reihe von schiauhenfotmig gewundenen Prismen hineingelegt sind 
(Fig. 638). 

Zu Wsise) schrauben benutzt man häufig flachgängige Sehrauben- 
bolzen mit emei dünnen Spindel und einem langgestreckten Rechteck 
als Erzeugende (Fig b-i9l Um die Reihung mit dem Wasser zu ver- 
ringern, werden aus einer solchen Schraube einzelne Stücke von der be- 
kannten Gestalt eines Schraubenflügels herausgeschnitten; die einzelnen 
Flügel werden außerdem längs der Spindel verrückt, so daß die Mittel- 
linie derselben durch einen Punkt der Achse geht. — Bei der 
Schiffsschraube werden auch axiale Schrauben flächen benutzt, bei denen 
der Anlagewinkel kleiner als 90" ist. Es ist dann nur die durch den 
Wasserdruck beanspruchte Seite des Schraubenflügels eine Schrauben- 
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fläche, während die andere Seite des Flügels durch geeignete Verstürkung 
der Schraubenfläche erhalten wird. — Auch leicht gekrümmte Linien 
werden als Erzeugende von Schifl^ssch raubenflächen verwendet. 

Auch für Wendeltrejtpm ist die Grundform der flachgängige Schrau- 




benbolzen. Der äußere Zylinder des Bolzens ist bald frei, bald haftet er 
an der Innenwand des zylindrischen Treppenhauses. Der innere Zylinder 
ist bald auf einer Spindel befestigt, baSd frei. 

Von den wendelflächigen Zonen kommt nur die untere Toll zur An- 
wendung, während die obere durch Einschneiden der Treppen ausge- 
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schnitten wird, so daß nur die einzelnen Mantellinien als obere Stufen- 
kanten bleiben. Durch diese geben die horizontalen und vertikalen 
Schnitte (Fig. 640). 

184. Das schiefe Brückciigewölbe mit wendelfläcliigon Fugeii- 
flächen. Das Pioblem dei schiefen Brücke wurde bereits in § 175 
durch eine windschiefe RegelÜacbe mit geradlinigen Fugen gelöst. Die 
Leibungs fläche einer windschiefen Biucfce kann auch als Kreiezylinder 
ausgebildet werden Es können jedoch dann die Mantellinien desselben 



y Google 



338 Vn, Windschiefe Begelfläclien. 

nicht als Fugen benutzt werden, wie bereits in | 175 gezeigt wurde. 
Dieselben müssen Tielmehr, da sie auf den Stirnkurven aus Stabilitäts- 
gründen annähernd senkrocht stehen sollen, krummlinig sein. Natürlich 



wird man möglichst einfache Fugenhurven wählen. Das sind aber vor 
allem Schraubenlinien, weil diese auf dem Zylinder geodätische Linien 
und daher auf dem abgewickelten Zylindermantel sehr leicht als gerade 
Linien zu zeichnen sind (Fig. 641). 



y Google 



Das aotiefe Brückenge wölbe. 339 

Die Schrauhmlinim sind auf dein ZyUndermantel in dessen Aimclcr 
Iwng so einzutragen, daß sie auf dm Stirnkurven nahezu senkrecht sidien. Es 
gescbieht d^ dadurch, daß man die Endpunkte der abgewickelten Stirn- 
kurven, die als scliwacli gekrümmte Kurven ersckeinen, miteinander ver- 
bindet und senkrecht ku diesen Verbindimgslinien die Lagerfiigen gerad- 
linig zieht (Fig. 641), Legt mau den Mantel vs-ieder auf das Gewölbe, 
so werden die geraden Linien ku Schraubenlinien, und die Fugenflächen 
werden durch die einzelnen Normalen der Schraubenlinie bestimmt. Jede 
Normale schneidet aber die Zylinderachse und damit auch die Achse 
aller Schraubenlinien rechtwinklig. Daher bilden alle Normalen eine 
axiale Wendelfiäche. Die Fugenflächen sind somit, wenn ein schiefes 
Gewölbe von einem Ereiszylinder gebildet wird, als axiale Wendelfläch£n 
zu konstruieren, was bedingt, daß die einzelneu Wölbsteine als gewundene 
Prismen auszubilden sind, von der Form, wie sie im Innern einer flach- 
gängigen Schraubenmutter beobachtet wurden (vgl. Fig. 638). 
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